CALCUL DES PROBABILITES ET ECONOMIE STATISTIQUE. — Sur certains prix
spéculatifs : faits empiriques et modéle basé sur les processus stables additifs
non gausstens de Paul Léoy. Note (*) de M. Bevorr MaxpELBROT, présentée
par M. Joseph Kampé de Fériet.

1. Une nouvelle observation empirique. — Commengons par examiner
la variation temporelle de certains prix spéculatifs. Les figures 1 et 2 se
réferent aux prix du coton, livrable immédiatement, sur divers marchés
ameéricains; mals des résultats trés analogues tiennent pour d’autres
produits bruts et certaines actions industrielles. Z(t) étant le prix de cloture
au jour t, soit L(¢, T) =log. Z(t + T) —log. Z(t). Les figures 1 a et 2.a
donnent Fr[L(t, 1) > u] et Fr[L(s, 1) < —u] pour 1900-1904. Les
figures 1 b et 2 b donnent Fr[L(:, 1) > u] et Fr[L(t, 1) < —u] pour
1944-1958. Les figures 1¢ et 2¢ donnent Fr[L(:, un mois) > u] et
Fr[L(¢, un mois) << — u] pour 1880-1940. Les coordonnées sont biloga-
rithmiques (il nous parait étonnant que — tout au moins a notre connais-
sance — les variations des prix n’aient pas été présentées de cette fagon
jusqu’ici). Fr = fréquence relative.

11 est clair que ces diverses courbes deviennent trés vite des droites de
pentes égales et voisines de « = 1,7. Donec, on peut écrire :

log{Fr[L(z, T)> w)]|~—alogu—+logC/ (T),

log{Fr[L(t, T)<<—u)]}~—alogu-—+logC'(T).

Ainsi la loi de Pareto est asymptotiquement satisfaite par les
deux « queues »; C'£ C”, done il y a une légére asymétrie; la valeur
moyenne de L(t, T) est pratiquement nulle.

1 a et 1 b étant paralléles, la distribution de L (¢, 1), n’a bougé pendant
la guerre que par changement d’échelle. Nous avons vérifié que — de
1816 & 1940 — la distribution de L (¢, 1) a trés peu changé. Donc le parallé-
lisme de 1 aet 1 ¢, et de 2 a et 2 ¢, montre que la distribution de L (¢, un mois)
ne différe de celle de L(t, 1) que par un changement d’échelle : on peut dire
que la loi de distribution de L (¢, T) est « stable par changement de T ».
Notons aussi que, « étant plus petit que 2, L(f, 1) ne posséde pas de moment
au-deld du premier (fig. 3); done, la plupart des « recettes » statistiques
sont inapplicables.

2. Modéle additif des changements des priz. — Modifiant une hypothése
classique de Bachelier, supposons que les changements successifs de log Z(t)
sont indépendants. Dans ce cas, la stabilité du n° 1 se confondrait avec la
stabilité au sens de Paul Lévy, et la fonction caractéristique de L(z, T)
devrait nécessairement étre de la forme
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On sait que les lois correspondantes sont asymptotiquement paretiennes
avec l'indice «. Donc, le caractére paretien de L(z, T) est « prédit » ou
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Fig. 3. — Illustration du fait que la distribution de log. Z (t + un jour) — log. Z ()
n’a pas de deuxiéme moment, dans le cas des prix du coton sur le marché de New York :
variation du deuxiéme moment empirique, lorsque I’échantillon varie de 1 a 1000;
point de départ : le 21 septembre 1900.



(3)
« confirmé » par la stabilité; il a aussi été confirmé d’autres fagons
(potr no 4).

On doit aussi avoir C' (T) = T C’ (1) et C" (T) = T C" (1). Cette prédic-
tion de la théorie de Lévy est aussi tres proche des faits.

3. Sur la théorie de la spéculation. — Le modele ci-dessus peut étre
interpolé en faisant du temps une variable continue. On sait que les fonc-
tions engendrées par le processus correspondant sont presque siirement
presque partout discontinues. Ceci a les conséquences les plus étendues
du point de vue de la théorie de la spéculation. La probabilité de ruine
ne s’annule que si I'on spécule a 100 9%, de marge.

4. Une forme détaillée des résultats que nous venons d’annoncer cons-
titue le rapport n® NC—87 du Centre de Recherches de la Compagnie [.B.M.,
a Yorktown Heights, New York, U. S. A. Notre théorie des prixspéculatifs
présente les liens les plus étroits avec notre théorie des revenus, exposée
précédemment ().

(*) Séance du 21 mai 1962.
(") International Economic Review, 1, 1960, p. 79-106 et 3, 1962 (sous presse); Econo-
metrica, 29, 1961, p. 517-543; Quarlerly Journal of Economics, 76, 1962, p. 57-85.



