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MATH

Les fractales et 4D

Avant la sortie de la troisiéme version de la libraire Math4D et aprés
les fétes de fin d'année, laissons-nous succomber au bonhomme
de pain d'épice de Mandelbrot, en regardant tomber les flocons de
Koch. Voyage au cceur des mathématiques sympathiques...

"image que I'on se fait des mathématiques et des
mathématiciens passe trés souvent par celle d’un
professeur acaridtre et lunatique, triste souvenir de
jours de classe pluvieux et ennuyeux. Rares sont ceux
qui trouvent une quelconque beauté dans une équa-

tion. Et ceux qui succombent & cet amour rencontrent souvent
la méme incompréhension dans le regard des autres que I'ento-
mologiste spécialiste des arachnides.

Bref, c’est dur d'étre amateur de mathématiques de nos
jours. Et pourtant elles sont partout, les bougresses! Depu
le calcul de 'Apgar du nouveau-né jusqu'a celui des frais
d’obseques, elles soudent notre vie, elles sont les briques qui
font tenir toutes les technologies, absolument sans aucune
exception.

Si certaines notions nous sont fort familieres, telles que les

opérations simples, la géométrie des formes ou les statistiques,
il y a, en revanche, des domaines ol régnent d'étranges sy
boles complexes et de longues démonstrations. Pourtant, si on
se penche un peu sur Ihistoire des mathématiques, on se rend
vite compte qu'elle est peuplée de personnages attachants, par-
fois bien farfelus, toujours intéressants. Mon préféré est un
jeune homme a la trajectoire fulgurante. Mort a vingt ans dans
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un duel pour les beaux yeux d’une femme, Evariste Galois nous
a livré, en cing ans de travaux, les clés de Palgebre moderne,
entre autres. 1] faut dire qu'il admirait Gauss, et que Gauss est
aux mathématiques ce que Newton est a la physique: il y a
avant, et il y a apres.

a aussi toute une partie des mathématiques qui
caressent I'esprit, flattent la pupille et réjouissent les sens. Parmi
ces rares ilots de fraicheur se trouvent les fractales et leur géo-
métrie. Elles sont 1a pour nous rappeler que les mathématiques
peuvent étre magnifiques et que la nature en regorge.

Flocons de neige et cétes bretonnes

En 1904, Helge von Koch imagina une courbe trés déroutan-
te, dessinée en respectant une logique, une sorte de figure-algo-
rithme en quelque sorte. Voici comment on peut la tracer: on
commence par dessiner un triangle équilatéral tout béte, puis,
chacun de ses trois cotés est divisé en trois parties égales et sur
la partie du milieu, on trace un triangle équilatéral. Et cette opé-
ration est répétée un nombre infini de fois. On obtient une trés
jolie figure ressemblant a un flocon de neige, possédant une
propriété absolument remarquable: sa surface est finie alors
que sa circonférence est infinie
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Figure 1. Von Koch

Cette courbe a une autre caractéristique intéressante, elle est
auto similaire: quelle que soit I'échelle a laquelle on la regarde,
on voit toujours le méme motif. Ce n'est pas le cas des formes
géométriques traditionnelles, comme le cercle qui ressemble 3
une droite lorsqu'on le « grossit » fortement.

Tout prés de nous, dans la nature, on trouve toutes sortes
d’objets qui ont cette propriété: les nuages, les rivages, les bron-
chioles ou les feuilles d’arbre. En 1975, un mathématicien fran-
gais (né a Varsovie), Benoit Mandelbrot, inventa le terme « frac-
tal » pour les décrire. Il commenga a en faire I'étude compléte
et cela l'amena a travailler sur les nombres complexes. Ces
nombres sont parmi les arachnides mathématiques, étranges
bestioles au goiit amer. Pourtant, c’est un concept relativement
simple: au lieu de définir un nombre sur une droite, comme
cest le cas des nombres réels habituels, ils sont définis dans un
plan. Bon d’accord, c'est un peu plus difficile que ga, vu qu'il
s'agit du plan complexe, avec la racine carrée de - 1. Laspirine
nest pas loin. Mais le fait que le nombre soit complexe n'est
qu'un aspect de I'étude qui lui confere un certain systeme de
caleul, c'est tout. Ce qu'il faut retenir, c’est que ce sont des
points dans un plan, et que leurs coordonnées obéissent a des
regles un peu spéciales. Disons qu'un point du plan complexe
se définit ainsi X + iy, o1 x et y sont des nombres normaux
et i le fameux machin qui devrait étre interdit.

Mandelbrot a aussi travaillé sur les itérations. Ah! voila un
terme qui ne nous est pas inconnu, pour une fois... Les itéra-
tions sont fréquentes en informatique: on applique une opéra-
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tion 2 un objet et on recommence avec le résultat. D'ailleurs
Mandelbrot ne risquait pas de tomber & cours de calculateur,
car il travaillait chez IBM, et ¢a, il faut reconnaitre que ¢a aide
beaucoup...

Le bonhomme de pain d’épice
Mandelbrot a dessiné une courbe en respectant une régle,

comme le flocon de Von Koch. La voici:

- on prend un point C du plan complexe

- on applique la fonction suivante: z -> z: + C en partant de 0

- on pratique I'itération de cette opération jusqu’a une certaine

limite

- on observe les différents points résultats de cette itération

- si les points convergent vers une valeur fixe, on marque le

point C en noir

- sinon on coloric le point en fonction de la vitesse de diver-

gence.

le isme n'est pas trés pliqué a com-

prendre. D'autant plus que Mandelbrot a montré qu'il était
inutile daller au-dela de -2 et +2 sur les axes x et y. Donc tous
les tracés se font dans un petit carré de 2x2. La courbe qu'il a
tracée s'appelle « le bonhomme de pain d'épice » et n'est rien
moins que la forme mathématique la plus complexe jamais
inventée.

Figure 2. Mandelbrot

Lensemble de \ est une figure ab fantas-
tique: équipé d'un ordinateur assez puissant, on peut deman-
der a zoomer sur une zone de la surface du bonhomme. Et la on
découvre des figures extraordinaires, au cceur desquelles on
retrouve toujours... un bonhomme de pain d'épice.
« Mandelbrot » signifiant « pain d’amande », le jeu de mot avec
sa courbe en forme de drole de bonhomme replet devient
incontournable.

Benoit Mandelbrot a tiré de I'oubli les travaux de Gaston
Julia. En 1918, cet éléve de Poincaré avait inventé une courbe
semblable au bonhomme de pain d'épice. Elle correspond a des
cas particuliers de lapplication itérative utilisée par
Mandelbrot. En fait, on montre que le bonhomme de
Mandelbrot contient toutes les courbes de Julia possibles.
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Figure 3. Julia

Julia dans la quatrigme dimension

11 faut reconnaitre qu'une méthode de calcul pour dessiner
des fractales n'est pas d’une grande utilité dans la vie courante.
Donc, comme tout ce qui est beau et inutile, c'est absolument
indispensable!

Les deux algorithmes de calcul peuvent étre facilement adap-
tés 2 4D et réunis dans une méthode MATH_Fractales. Tout
d'abord, détaillons exactement les deux itérations.
Notre fonction acceptera trois paramétres obligatoires: les
coordonnées du point examiné et le nombre maximum d'itéra-
tions. En effet, si on ne fixe pas de limite pour les itérations, le
logiciel calcule sans fin.

Dans le cas de I'ensemble de Mandelbrot, I'algorithme est le sui-
vant:

- aet b représentent les coordonnées du point examiné (C dans
notre exemple)

- en partant de X=0 et Y=0 on pratique I'itération suivant la

You=2"X"Y, +b
- jusqu'a la limite fixée ou jusqu’a ce qu'on sorte du carré limite
de 2x2
- la fonction retourne le nombre d'itérations
Pour Julia, a ¢t b sont définis avant le calcul, il y a un ensemble
de Julia, donc une courbe, par couple a,b.
- en partant de X=a et Y=b on pratique I'itération suivant la
régle
Xo =X =Y,
Yo =2°X.*Y, +b
- jusqu’a la limite fixée ou jusqu'a ce qu'on sorte du carré limite
de 2x2
- la fonction retourne le nombre d'itérations
La fonction MATH_Fractale n'est donc pas bien compliquée, elle
s'utilise en balayant le plan, de -2 3 +2 en X et en y.
Pour assurer la visualisation de I'ensemble, un plugin de dessin
est nécessaire. Si 4DChart est le plus accessible sa limite du
nombre d’objets pose rapidement un gros probleme. En princi-
pe, la quantité maximum d'objets distincts gérables par 4DChart
est d’un peu plus de 32000. Un code d'erreur (n°® 26) est
d'ailleurs associé au franchissement de cette limite.
Or le nombre de points examinés, pour la courbe du bon-

homme de pain d'¢pice, doit se situer autour de 150000 pour
obtenir une image suffisamment précise. 1l y a un moyen de
contourner I'obstacle des 32000 objets, c'est de les grouper. Un
compteur tourne & chaque tracé d'un point, lorsqu'il atteint
30000, par exemple, on pratique un regroupement de tous les
objets 4DChart présents, et on se retrouve avec un seul objet au
lieu de 30000! 4DChart pose un autre probléme: a partir de plu-
sieurs milliers d’objets on observe un important ralentissement.
Un processeur rapide est alors indispensable sous peine de lais-
ser tourner la machine toute la nuit pour un seul tracé. Il est fort
probable que des plugins plus appropriés tel que 4Dpicture-
Worshop prop des fonctions b p plus p

et moins gourmandes en charge de processeur.

C_REEL(${1))
*$1=X; $2=Y ; $3=Nmax > Ensemble de Mandelbrot
* facultatifs : $4=PartieRéelleC ; $5=PartielmaginaireC >
* Ensemble de Julia
C_REEL($0) * O=convergence sinon vitesse de divergence
C_REEL($norme;$a;Sb;$c;Sd;Se;Sn)
Snorme:=0

Si (Nombre de parametres=3) " MANDELBROT
Sc=0
$d:=0

Repeter
Sei=(Sc*$0-(5d*$d)+$a

Sni=Sn+1
Snorme:=(Sc*$c)+(Sd*Sd)
Jusque (($n>=$3) | (Snorme>=4))

Sinon " JULIA
Repeter

a*$a)-(Sb*Sh)+$4
*$a*Sb)+$5

Snorme:=(S¢*$¢)+(Sd*$d)
Jusque (($n>=$3) | ($norme>=4))

Fin de si

Si ($n>=$3) " convergence

Fin de si .



