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STATISTIQUE CELESTE. — Corrélations et texture dans un nouveau modéle d"Univers
hiérarchisé, basé sur les ensembles trémas. Note (¥) de Benoit Mandelbrot, présentée par
M. Szolem Mandelbrojt.

Un ensemble tréma se construit en soustrayant de 'espace une collection de trous aléatoires, dits trémas.
Lorsque la distribution des volumes des trous est scalante, I'ensemble tréma est un fractal scalant, dont le
paramétre principal est sa dimension fractale. On présente les corrélations entre deux a cing points dans
I'espace, et deux a quatre directions sur la voute céleste, Sintroduil ainsi un nouveau parametre
fondamental, ajustable, qui mesure la texture movenne. La comparaison avec les données du réel concernant
la distribution des galaxies montre que le modele basé sur les ensembles trémas donne un accord qualitatif et
quantitatif d'une excellence imprévue.

A trema sel is constructed by cutting out of space a collection of random holes, to be called tremas.  When
the distribution of hole volumes is scaling, the trema set is a scaling fractal: its main parameter is a fractal
dimension.  This paper reports the correlations between 2 1o 5 points in space, and beticeen 2 to 4 directions in
the sky. Thus a new parameter is introduced, to be called mean texture.  Numerical and visual comparison
with the data concerning galaxy distributions reveals an unexpectedly excellent fit.

1. Dans ('), je démontre que tous les modeles passés de I'amassement des galaxies
(=groupement en amas successifs) faisaient (sans le savoir) appel a des [ractals. La question
de I'amassement, celle de la réalité des amas d’amas de galaxies, et celle de I'homogénéité
asymptotique, sont d’actualité (*). Une Note précédente (°) avait introduit un modéle de
plus. dit décomposable, dont le caractére fractal est conscient et délibéré, et avait étudié les
correlations galactiques sur la sphére céleste. On trouve que la corrélation entre deux
directions faisant un petit angle 0 est w (0)=A 0'~ et qu’entre trois directions la corr¢lation
est

2101, 05, 03)=(2A%/3) [(0,0)' " +(0,05)" “+(0,0,)" ).

Vu la simplicité¢ de ce modele, la qualité de ces prévisions concernant w et z; est
encourageante et méme surprenante (*). Entre autres, le modéle constitue un nouveau test
positif de ma thése, selon laquelle la distribution galactique se concentre sur un ensemble
fractal. L’analyse des travaux (?) donne unec dimension fractale d’environ D~123.
Toutefois, un examen plus exigeant révele entre le modéle décomposable et la réalité des
déviations légéres, mais trés systématiques (°). Elles me conduisent a proposer et étudier ici
toute une classe nouvelle d’autres modéles fractals, lesquels amenent, de plus, a aborder de
face une question d’intérét plus général : celle des aspects quantitatifs de la texture.

2. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES TREMAS. — Le modele s’engendre en construisant une
collection entiérement aléatoire d’ensembles ouverts, dits trémas (mot grec signifiant trou).
Les prototypes des trémas sont des boules ouvertes. Plus généralement, on les supposc
homothétiques a un tréma-type, fixe ou aléatoire; leur rayon p est tel que le volume soit
(471/3)p*. L’hypothése centrale du modéle est que le nombre de trémas dont le centre est dans
un domaine spatial de volume V, et dont le rayon est compris entre p et p+dp, est une
variable aléatoire de Poisson d’espérance C(3/4n)p~* Vdp. C est une constante, 0 < C < 3.
Supposant que p peut varier de e=0a L <0, soit G(g, L, C) I'« ensemble tréma », défini
comme 'ensemble fermé constitué¢ des points sites en dehors de tout tréma. On peut placer
sur G une distribution continue de masse, de densité & <, ou — sil'on préfere — des galaxies
ponctuelles réparties au hasard (Poisson) avec la densité moyenne & ¢, D’accord avec
Pintuition ('), il vient d’étre démontré (°) que G (0, L, C) est presque slirement un ensemble
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fractal de dimension fractale (de Hausdorfl et Besicovitch) égale 4 D=3—C. Il mérite
examen en tant que modele de I'amassement galactique.

3. Test QuaLITATIF. — Un premier test — qui est qualitatif et « visuel », néanmoins
extrémement exigeant — se lie a des questions topologiques. Lorsque C est petit, je
conjecture sur la base de simulations que G(O, L, C) a une probabilité voisine de 1 de
contenir des portions connectées de trés grande extension, c’est-a-dire qu’il « percole ».
En dega d’une dimension critique D, cette probabilité de perccler s’annule. Cependant,
aussi longtemps que D n’est que peu en dega de D, G(O, L, C) continue de prendre la
forme de points alignés le long de « lignes fantdmes ». Je propose de qualifier de telles
configurations de « cirriformes ». Or, cette apparence est extrémement [familiére aux
astronomes, et il était donc extrémement souhaitable qu’elle soit présente dans le modéle,
mais aucun modeéle n’avait jusqu’a présent réussi a 'engendrer. En particulier, elle rappelle,
en plus souple, les « cellules » d’Einasto. Le phénomeéne est illustré dans le cas du plan dans
[('), p. 178-181] (trémas =disques). On voit qu’ici 'amassement est « non forcé », en ce sens
que dans la zone scalante ¢ < R < L, le modéle n'implique aucune échelle qu’on aurait
imposee a I’avance aux amas. Si L est infini, ’amassement continue sans fin, avec une densité
asymptotique nulle; si L <o, G devient homogéne aux échelles qui dépassent un certain
multiple de L. Donc on a le choix entre les deux hypothéses centrales concernant
"'amassement (7). Dans les modéles précédents, ce choix exigeait des manipulations trés
artificielles.

4. LA PROBABILITE CONDITIONNELLE Pr {PeG \ O eG}. NOTION DE TEXTURE MOYENNE D'UN
FRACTAL. — On trouve Pr{OeG }=(L/¢) “, qui dépend de L. Par contre, sig < R < L,
L disparaitde Pr {PeG|OeG } =1" R “&", de la corrélation spatiale, qui est T R, et de
la masse dans une sphere de rayon R, qui égale .# [4n/3(3—C)]t“R*~C, avec ¢ .# > =1.
Le t est un nouveau paramétre, trés important. On peut contrdler sa valeur
indépendamment de la codimension C (jusqu’a un maximum), car on montre qu’il dépend de
la forme des trémas, et caractérise la finesse de texture moyenne de I’ensemble tréma. Le
maximum de T correspond au cas ou les trémas sont des boules, et le minimum de test 0.Si 1
est grand, la texture moyenne est grossiére, et 'ensemble est coupé par des grandes zones
inoccupées [analogues a celles qui caractérisent le modéle décomposable (1), (3)]. Plus 1 est
petit, plus la texture moyenne est fine. La texture détaillée dépend de la variable aléatoire .#.

5. CORRELATIONS ANGULAIRES. — Elles dépendent de C, et non de 1, ce qui aide a séparer
les deux paramétres. Entre deux directions faisant un petit angle 8, la corrélation est toujours
w(0)=A0'"“. Entre trois directions faisant les angles 0, 0, et 05, la corrélation prend une
forme nouvelle

2(0,, 05, 0:)=2A/3)[(8; 0,)7" +(0,05) ' +(0:6,) 1.

Le rapport z/z; est ~ 1 lorsque I'un des 6, est plus petit que les autres, et ~3/2 lorsqu’ils
sont voisins. La variabilité¢ de ce rapport va loin dans le sens exigé par les données
empiriques [(°), (*)]. Enfin, entre quatre directions faisant les angles 6;;, le modéle donne en
premiere approximation I’expression [(}'(6,0,0,0,) '], ou la somme couvre a toutes les
permutations des indices, circulaires ou autres. Ce résultat inclut, donc Justific
théoriquement, ce qu’il y a de valable dans la formule empirique (%), tout en lui étant
supérieur dans le détail.

(*) Séance du 13 novembre 1978.
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(') Chapitre V1 de B. MANDELBROT, Les objets fractals: forme, hasard et dimension, Flammarion, Paris, 1975,
repris plus en détail dans le chapitre VIIde’édition anglaise (trés remaniée), Fractals: Form, Chance, and Dimension,
W. H. Freeman et Co., San Francisco, California, 1977,

(*) Voir, par exemple, les travaux du groupe de Princeton. L'un des plus récents, contenant une bibliographie
complete, estJ. N. Fry et P, I. E. PEEBLES, Statistical Analysis of Catalogs of Extragalactic Objects. [X. The Four
Point Galaxy Correlation Functions. Astrophys. J., 221, 1¢ avril 1978, p. 19-33.

(*) B. MANDELBROT, Comptes rendus, 280, série A, 1975, p. 1551.

(*) Il parait digne d’étre signalé que ces résultats avaient été déduits théoriquement avant que Peebles et coll.
obtiennent les mémes expressions par un ajustement empirique.

(°) Veir E.J. GrROTH et P. J. E. PEEBLES, Astrophys. J., 217, 15 octobre 1977, p. 385-405.

(®) Y. EL-HELou, Université de Paris-Sud, Thése de 3¢ Cycle, Mathématiques, 1978.

() G. DE VAUCOULEURS, Science, 167, 1970, p. 1.
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