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CALCUL DES PROBARILITES. — Fonctions aléatoires pluri-temporelles : approxi-
mation poissonienne du cas brownien et généralisations. Note (*) de M. Beneit Mandelbrot,

présentée par M. Szolem Mandelbrojt.

On définit une fonction de Poisson aléatoire fournissant une bonne approximation numeérique
de la fonction aléatoire brownienne B (P) de Paul Lévy. On généralise la fonction B (P) pour avoir
une distribution symétrique, mais non gaussienne, stable ou infiniment divisible. On donne un
algorithme explicite pour la fontion aléatoire By (P), gaussienne et telle que

E[By (P) — By (0)]> = V(| OP ).

I. La fonction brownienne pluri-temporelle, B (P), est une fonction aléatoire (f. a.)
scalaire, gaussienne, d’un point P dans I’espace R? ou dans I’espace de Hilbert, telle que
E[B(P)-B (P)]* = |PP’ |. L’idée initiale, la preuve de I’existence de B, et les prin-
cipales propriétés sont dues a Paul Lévy (!); la premiére construction effective, a
Tchentsov (%), qui montra comment exprimer B (P) comme intégrale d’un bruit gaussien
blanc. La présente Note remplacera cet algorithme dans son cadre géométrique élémen-
taire et intuitif (trés proche de celui que suggére la simulation numérique sur ordinateur,
et suivant de prés une des approches classiques vers le mouvement brownien ordinaire).
Ceci aide a justifier les nombreuses applications pratiques ol j’utilise B (P) (3), et suggére
des constructions effectives pour diverses généralisations de B (P), que la théorie comme
les applications se trouvent exiger. La méthode redonne certains résultats de Yaglom et de
Gangolli (*), résoud le probléme (laissé ouvert) de trouver une contre-partie 2 Tchentsov,
et permet d’aller au-dela, pour atteindre un parallélisme complet avec des f. a. d’un ¢
scalaire, qui sont, ou bien infiniment divisibles, ou bien des moyennes mobiles gaussiennes.

2., MARCHES D'ESCALIER ALEATOIRES SIMPLES, ET LA F. A, PLURI-TEMPORELLE DE POISSON. —
Nous introduisons le concept de f. a. I, (P) de Poisson comme modéle de ’idée intuitive
d’une somme isotrope de discontinuités, de hauteur fixe et de positions aléatoires.
Par exemple, lorsque P est dans le plan R?, de coordonnées circulaires r et 0, la meilleure
méthode pour définir une suite aléatoire et isotrope de droites A,, consiste 4 plonger le
plan des P dans R?, de coordonnées cylindriques r, 0, et z : on désigne par 7 © (pour
Tchentsov) le demi-cylindre ot ¥ = 1 et z = 0, et 'on y place des points Q,, suivant la
distribution de Poisson : la probabilité d’en trouver un dans un domaine d’aire ¢ S est
n d S, et les nombres de points situés dans des domaines non intersectants sont indépendants.
Etant p. s. dénombrables, ces points peuvent p. s. étre désignés par P,, et leurs coordon-

ns
nées par 1, 0,, z,: on s’assure que les droites aléatoires A,, définies par (ﬁ’.OPn = OP,
sont isotropes et indépendantes; leurs intersections avec toute droite forment un processus
ponctuel de Poisson, de densité A proportionnelle a p. Pour finir, on place en chaque
point Q, (1, 0,, z,), le poids aléatoire M, égal a A~ 2, ou —A~*/2, avec probabilités 1/2.
Alors, la f. a. pluri-temporelle élémentaire de Poisson sera définie par

M,P) = Y AL (P),

o A, IT, (P) = 0 lorsque OP.OP, < OP2; = M, lorsque OP.OP, > OP2; = (1/2) M,

Jorsque OP.OP. = OP2, ceci afin d’assurer Iisotropie. (Dans I’application a la surface
q n p PP

n?
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terrestre, II, est une superposition de falaises rectilignes aléatoires). En d’autres termes,
IT, (P) est la somme des poids M placés sur la lentille de .7 = définie (écrivant ‘ OoP | =R}
par 0 < z, < R cos (8,—8), plus la moitié des poids placés sur la frontiére supérieure
de cette lentille.

L’extension au cas ol P est dans RY, avec d > 2, est immédiate, et ne change rien aux
résultats; A, devient un hyperplan de dimension d—1. De méme, la méthode se transpose
immédiatement aux fonctions d’un point P d’une sphére.

3. 1l est aisé de voir que lim I, (P) est la f. a. brownienne de Lévy. Elle s’obtient éga-
A= o0
lement directement, et nous verrons au n°® 6 que c’est en cela que consiste le résultat de

Tchentsov, en plagant sur 7 * une mesure aléatoire continue, a savoir un bruit gaussien
uniforme.

4. F. A. PLURI-TEMPORELLES INFINIMENT DIVISIBLES, PAR EXEMPLE STABLES. — Dans le
cadre ci-dessus, une nouvelle généralisation s’impose. On peut remplacer le bruit gaussien
sur 7 * par tout autre bruit blanc infiniment divisible, dont la mesure de Lévy, L, peut étre
supposée symétrique, car la construction |'aurait de toute fagon symétrisée. On obtient
ainsi une f. a. qui sera désignée par IT; (P). Lorsque la mesure L n’est pas bornée, IT; (P)
a une infinité dénombrable, partout dense, de droites de discontinuité. E [I1, (P)—TII, (0)]?
n’est pas nécessairement fini, et, méme s’il I’est, ne suffit plus & déterminer II;. Les v. a.
IT, (P) et I1; (P’) sont linéairement dépendantes, en ce sens qu’il existe des v. a., o. B, et v,
telles que Il; (P) = a+P et II; (P) = B+y.

5. MARCHES D’ESCALIER ALEATOIRES COMPOSEES; DEUXIEME GENERALISATION DE B (P). —
Il avait déja été signalé par Yaglom, et plus tard (indépendamment) par Gangolli (%)
que B (P) se généralise par la f. a. By (P), gaussienne avec

E[By(P)—By (P)]* = V(|PP'|),

ol V (x) satisfait a diverses conditions. Mais ces résultats étaient trop abstraits pour étre
utilisables; en particulier, ils n’avaient pas réussi a généraliser I'intégrale de Tchentsov.
La présente Note va retrouver les mémes résultats, mais cette fois de fagon constructive.
Dans les applications (°) le cas le plus important est celui ot V (x) = x*" avec 0 < H < 1
(la turbulence de Kolmogoroft exige H = 1/3, le relief terrestre, H ~ 0,7); je propose
pour les By (P) correspondants, désignés par By (P), le terme de « fonctions browniennes
fractionnelles » d’un point (°).

On commence par généraliser IT, (P), puis on passe a la limite A— oo pour obtenir By, (P).
Dans le formalisme du n® 2, quel que soit d < oo, I'essentiel était qu’il s’agissait d’une
superposition linéaire (& poids aléatoires) de marches simples poissoniennes; il est donc
raisonnable de changer le profil de chaque marche, le supposant décrit, non pas par un
saut instantané, mais par une fonction K (s) appropriée de la distance s de P a A,; pour
assurer I'isotropie, K (s) doit étre antisymétrique; 1’orientation de I’espace, et par suite
le signe de s, peuvent étre choisis arbitrairement. On retombe sur V (R) = R, si "on
prend K (s5) = (1/2) signe de s. Dans le cas a variance finie, il est nécessaire que la moyenne
mobile

B* (1) =r K (t—s)dB(s)

— G0
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soit telle que B* () —B* (0) converge, donc que

+ oo
f [K(t—s)—K(#)]* dt = K*(s) < 0.
Désignant par ¢, I’angle entre la hauteur de O sur A, et le vecteur OP, la portion de la
variance de By, (P)— By (O) contribuée par la masse M, sur A, est égale a

27K (z,—Rcosg,)—K(z,)]"

Avant d’en faire la moyenne, il faut multiplier par A et par un élément de volume, pro-
portionnel & X (sin ¢)*"? d ¢ d R. Donc, la variance totale est

V(R) ~ fK*(’R cos ) (sing)' "2 do;

c’est le dual spectral de la formule de Gangolli.

Si V (R) peut s’écrire ainsi pour une certaine valeur de d, il peut encore s’écrire sous
cette forme pour tout d’ < d, quoique avec un K différent; mais il n’en n’est pas néces-
sairement de méme pour d’ > d. En particulier, une f. a. gaussienne X (f) n’est pas
nécessairement « plongeable » en une f. a. By (P). L’exception classique est celle de
X = B (7). Il en reste de méme a chaque fois que K (R cos @) se factorise en produit
de fonctions de R et de ¢. Pour cela il faut

K(S)=<;)[T'<H+;)]—] (signe de s) |s]|"~ 1/

/
(ce K convient si 0 < H < 1), d’ou K* (s) ~ s* et E[B (P)—B (0)]* ~ R?H,

6. INTEGRALE DE BRUIT BLANC. — Il est commode de remplacer Z * par tout le cylindre 7
ou r = I, en plagant des mesures identiques aux points (1, 0, z) et (1, 0+mn, —z) (et de
fagon analogue pour ¢ > 2). L’intégrale de Tchentsov, qui régle le cas V (R) = R, devient
alors I'intégrale de surface d’un bruit blanc sur une double lentille de 7, symétrique par
rapport a O. On est libre de procéder par intégrations successives, et d’abord par rapport
a z, obtenant ainsi B (P) comme I'intégrale de ligne (le long d’une frontiére de la lentille
de Tchentsov) d’une fonction généralisée, qu’on peut dénoter par d, B (6, z) : comme
fonction de 0, c’est une f. a. & accroissements indépendants, comme fonction de z, c’est
un mouvement brownien infinitésimal de variance ¢ 0. Notons qu’il est bon de symétriser
la définition du mouvement brownien ordinaire, I’écrivant, a la place de

B(1) =ft dB(s),

(%)U dB (s)— [mdB(s)j| =r K (t—s) dB(s),

K(s) = (;) (signe de s).

sous la forme

avec
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[Sous les deux formes, la partie infinie disparait dés qu’on forme B (1 )— B (0).] Se plagant
a ’étape intermédiaire constituée par cette intégrale de ligne, il devient trés facile d’obtenir
d’autres V (R) : il suffit de remplacer le mouvement brownien par la convolution du
bruit blanc initial par le K (s) désiré, avant d’intégrer le long de la fronti¢re de la lentille
de Tchentsov. Dans le cas d > 2, le facteur (sin @)?~ 2 introduit une étape de plus. Le tout
se rééerit facilement comme une intégrale de bruit blanc relative a 7 tout entier.

(*) Séance du 27 janvier 1975.

(Y P. LEVY, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, Paris, 1948-1965.

(*) N. N. Tcuentsov, Theory Prob. and Appl., 2, 1957, p. 265-266.

(®) Pour I'application & 1’étude du relief terrestre, voir mon mémoire, Stochastic models for the Earth’s
relief, the shape and the fractal dimension of the coastlines, and the number-area rule for islands (a paraitre).
Pour D’application a I’étude des iso-surfaces des turbulences de Burgers et de Kolmogoroff, veir mon
mémoire, On the geometry of homogencous turbulence, with stress on the fractal dimension of the iso-
surfaces of scalars (a paraitre). Voir enfin mon ouvrage, Les objets fractals : forme, hasard et dimension
(& paraitre).

(* A. M. Yacrom, Theory Prob. and Appl., 2, 1957, p. 273-320; R. GANGOLLI, Annal. Inst.
H. Poincaré, 3 B, 1967, p. 121-225,

(%) La représentation de By (P) avait été obtenue avant d’avoir pris connaissance du travail de Gangolli,
en vue des applications signalées dans la Note ci-dessus.

(5) Pour ’origine du terme et du concept, voir B. MANDELBROT et J. W. VAN NEss, S. 1. A. M. Review,
10, 1968, p. 422-437.
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