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CALCUL DES PROBABILITES. — Multiplications aléatoires itérées et distributions
invariantes par moyenne pondérée aléatoire : quelques extensions. Note (*) de M. Benoit
Mandelbrot, présentée par M. Szolem Mandelbroijt.

Ce travail est la continuation directe d’une Note précédente ().

15. UNE LOI FAIBLE. — Soit F (0) = 0 et EW = 1. Pour tout & > 0, il existe n,(g) > |
tel que pour tout entier n > ngy (¢), on peut écrire X, (¢) = Y, (1)+Z, (¢), de telle fagon
que Y, () est trés petit, a savoir EY, (1) < ¢, tandis que Z, (¢ ) varie seulement sur une
petite proportion des intervalles de la forme k C™" < ¢ < (k+1) C™", 4 savoir un nombre
dont I’espérance est plus petite que (1 —g) C" (P*#),

Preuve. — Elle sera donnée au paragraphe 19.

16. COROLLAIRE. — Soit F(0) =0, EW =1 et D < 0. Adlors, X_(t) =0 p. s.,
et I’équation du paragraphe 4, avec A = 1, n’a aucune solution non dégénérée, qui soit engen-
drable par la méthode du paragraphe 1.

Preuve. — Si D < 0, alors, pour n sufisamment grand, (1—g¢)"! C"®*2 < \/ €.
Par suite Pr {Z, (1) >0} < \/a. Par ailleurs, Pr{Y,(l) = \/;} < ./ & 1l s’ensuit
que lim Pr{X,(l)>./¢} =0.

17. ConsecTure. — Soit F(0) =0, EW =1 et D < 0. Alors, I’équation du para-
graphe 4, avec A = 1, a pour seule solution X = 0.

18. UNE LOI FORTE CONJECTURALE. — Soit F(0), EW =1 et D > 0.

(a) Dans un sens qui reste a préciser, le domaine de variation de X_ (7 ) est caractérisé

h— o a

b .
par lim n"! N (a, b, t,n) = f w dF (w), ou I'on définit N (q, b, t, 1) comme le nombre

de valeurs de W, satisfaisant ¢ £ W < b, que I’on rencontre dans la suite W (i;), W (iy, i,),
W (il, iz’ LB in).

(b) La dimension de Hausdorff du dit domaine de variation est p. s. égale a D.

Remarque. — Dans le cas ol le domaine de W comporte C valeurs distinctes w;, de
probabilités C~ !, la clause (a) ci-dessus ressemble 4 la loi forte classique pour les probabilités
m; = w;/C, et la dimension dans la clause (b) devient — =, log. n j» formellement identique
a la dimension relative & la mesure de Besicovitch (?).

19. DEMONSTRATION DE LA LOI FAIBLE 15. — L’idée sous-jacente s’exprime facilement
dans le cas fini ot Pr {W = w;} =p;,avecy p; =1 et EW = 1,donc ¥ n; = I, avec
n; = p; w;. Désignant par nf; le nombre de fois que w; intervient dans le produit défi-
nissant X (z), on a X (¢) = [] w}’J. L’hypothése EX/ (t) = (EW)" = 1 donne

YT Hw P =1.

Interprétant les n; comme des probabilités, cette derniére égalité est simplement le
développement de (3, m;)" = 1. Soit € > 0. On sait bien (?) (le fait sert 3 démontrer la
loi faible des grands nombres) qu’il existe un n, (€) tel que pour n > n, (¢), les termes






