CALCUL DES PROBABILITES. — Processus stochastiques a lot stable posi-
tive, permanents, markoviens, stationnaires {non additifs). Note (*) de
M. Bexorr MaxpeLsroT, transmise par M. Joseph Kampé de Fériet.

1. Soit L, une variable aléatoire (v. a.) stable réduite, maximalement
asymétrique dans le sens positif, c¢’est-a-dire une v. a. définie pour
o< o<1, par la fonction génératrice bilatéere G(s)=e " (s>o, et pour
1 < o < 2, par G (s) =¢" (voir 1b et le n® 7 ci-dessous). Soit A la
famille (*) de processus stochastiques, U (¢), tels que : a. U(t) non condi-
tionné est la v. a. Ly; b. les v. a. bidimensionnelles | U (), U (1t 4 T) |
sont stables, (*) de la forme

2 2 1
U (1), U(:+'r)};—:/ [dyD (6, ) Ly V (0,
ou V(0) est le vecteur unité de direction 9, et D (6, T) une fonction crois-
sante bornée de 0, dans le quadrant o =~ 0 =~ wf2, qui doit satisfaire &
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f dy D6, T) (cusﬂ‘)xtf dg D6, T) (sinh)*=—=1
il 1}

(U (1), U{t+ T)} ¢, satisfont a la relation de Chapman-Kolmogorofl des
processus markoviens; il s’agit de voir ce qui en résulte pour D 0, T).

9. Cas autorégressif. lei, U{t + T)=e" U(t) 4 [1 — e ]V L,
(avec b > o). — Contrairement & ce qui se passe dans le cas gaussien, ces
processus autorégressifs (*) ne sont pas les seuls processus A non additifs :
ils correspondent au cas trés particulier, ou D (8, T) se réduit & deux sauts :
dD(rf2, T)=1 e et dyD(H, T)=(cos0")™, ou 0" = arctg (")
(poir 1a, n® 6, 28 alinéa).

3. Processus A, associés a la promenade au hasard simple de log U (t). —
Le cas le plus original de .\ est celui ot dy D (nf2, T) = o (1 a, n® 6, 3¢ alinéa,
et 1 b, n° 2). Si D (0, T) se réduit & un nombre fini de sauts dy D (8, T),
avec log (tgh;) = ¢,, alors, tant que u> 1, V() = log U (t) varie par
sauts v¢;, avec les probabilités dyD(6,;, T) (cos 0;)* : Teffet du hasard est
multiplicatif.

Partons d’une suite de ce type, U,(t), ou t == k/n (k = entier), associée
a D,(0, 1/n) ayant un saut pour 9, = 7f4 et deux sauts égaux pour
0, = 0° < w4 et 0, = =f2—0° Alors, tant que u> 1, V,(t)=log U,(¢)
effectue approximativement une promenade au hasard classique : soient

prn=—Prob (AV == ¢"—=|log (tgh®) | |, o= Prob (AV ——¢")

et
(1= Pn— ¢n) = Prob (AY == o).

Pny G et ¢” sont déterminés par D, et la déterminent.



(2)
Par itération, la fonction D, (0, 1), associée a la v.a. {U(1), U(t41) 1,
réduite a des sauts 0, tels que ¢; a la f. c.
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[n ()= (1= pu gt = e = gy ) 1+ L g () )

ou le dernier terme s’obtient en posant p/n pour p, - g. et Y (z) pour
la f.c. de la v. a. égale & ¢”, avec la probabilité p® = po/(p/n) et a — "
avec la probabilité ¢° = ¢,/(p/n). Gardant p°, ¢° et ¢” fixes, considérons :

Gy (3) :.“.:Hlim E'cp,, (z)|"=exp :'[)HJ (8) -~ 1|l=—=exp{p[p'(e=" 1)+ g’ (e = )] 1.

Ceci reste admissible comme f. ¢. des w; d’une fonction D, réduite a
des sauts, et peut servir & construire une suite U, (t) (t = entier). La v. a. ¢},
somme de deux v. a. de Poisson, est infiniment divisible, ce qui permet
ensuite d’interpoler Uy(z) & des temps de la forme k.2~ ot 7 va de 1 &
Iinfini. La démonstration de cette possibilité est moins immédiate que
(par exemple) dans le cas du mouvement brownien de Bachelier-Wiener-
Lévy; le résultat est simple si u, (t) et u, (¢ + 2T) sont tous deux connus
et grands : alors u,(z 4+ T) est le produit de u,(f) par une v. a. dont la loi
dépend de w, (t + 2T)/u,(t).

Pour tout T, les log (tg 0) de { U, (), Uy(t - T) | sont donnés par [@,(z)]".
Quand T ->w, D, (6, T) et D, (0, T) tendent, au sens de la distance de
Lévy, vers la fonction ayant deux sauts, égaux 4 1, pour 0 = o et § = /2,
ce qui correspond bien a des v. a. U(f) et U (t+ o) indépendantes.
L’approximation de log U, (¢t + T) —log U, (¢), par une promenade au
hasard, n’est valable que tant que T est petit, et que le nombre de p; de
probabilité non négligeable est petit.

4. Processus \, associés & d’aulres promenades au hasard de log U (¢). —
Généralisons au cas o D, (0, 1/n) posséde un saut pour =4 et d’autres
sauts 0; (0 < << =/2), associés aux probabilités 1 — p/n et pp,/n. Soit d (2)
la f. c. des log (tg0,) = ¢, o, pourvus des probabilités p;- Comme
au n°® 3, on peut construire U,(t), tel que la f. ¢. des log (tg 0;) soit
exp | p[¥ (z) —1]|. Omettons ici le cas ou D, (0, 1/n) est plus compliqué.

5. Combinaison des n% 2 et 4. — Généralisons au cas ou D, (0, 1/n)
posséde également un saul pour = o associé a4 la probabilité Po, et
soit Y (z) la transformée de Fourier des log (tg 0,) finis et non nuls, pourvus
des probabilités p;. On est conduit & définir D, (0, T) telle que les log (tg0)
finis aient la transformée de Fourier exp { p [V/(z) — 1]}, et que

dy Do o, TYy=-1—e=prl,

Sidy D, ()2, 1/n)£0, 0n est conduit en inversant les axes dans I'argument
ci-dessus, & définir D, (0, T) avec dyD,(z/2, T) =1-—¢"; la loi des o
finis est encore infiniment divisible, et se¢ comporte comme si dy Dy = o.

6. Différentielle stochastique de U, (t). —— Dans le cas du n° 4, si T est
tres petit, la Pr (dU, (1) = y) prend la forme Tp (y, u, (t)) si y= E(dU, (1))
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(lequel est de la forme ¢’T); la probabilité d’un petit voisinage de E(dU,)
est de la forme 1 — ¢T. Ceci est raisonnable, mais sort cependant du cas
traité par Feller (*), dans lequel p (y, u,) est une distribution de proba-
bilité de y, et ol par suite le nombre probable de sauts de U, (#), dans un
intervalle de temps donné, est fini. Le cas du n° 2 sort aussi de la théorie
de Feller. La différentielle selon K. Ttd (%) existe ici, mais elle est d’emploi
moins simple que la fonction D, dont elle se déduit; nous comparerons
ailleurs en détail ces deux méthodes, pour introduire des lois infiniment
divisibles, dans la théorie de processus non additifs.

7. Appendice : décroissance de la densité réduite de PL, quand u — .
— Au n® 1 de (1 b), nous avous signalé que 'existence de la fonction géné-
ratrice bilatére G (s) entraine que la densité de PI, (stable totalement
asymétrique avec 1 < 2 << 2) décroit plus vite que toute forme exp (—|sul),
lorsque ©w —~—ow. Du fait que G (s)=e", on peut préciser que
log [—log p (u)] ~ (2 — 1)~ log (— u). Posons ¢=—u, f(v) =—logp(y)
[/ (+) croit plus vite que toute forme linéaire] et

v r

G(s) “fzexp(sv)p(v) dv:j exp[se — f(v)] dv — [Zexp[h(v)]a’v.

— = [

Sis est grand, la fonction intégrée présente un maximum, pour la valeur w
de ¢* telle que s = f' (w); au voisinage de ,

h(ey=[sw— f(w)] — é(w — w)? (W) 4+ é (0 w) f2{w) +....

En se limitant aux termes d’ordres o et 2,

Essayons d’égaler cette approximation a e*, avec f(v) de la forme Ko°;
st 'on négligeait méme f”(w), il faudrait que ¢ = « (¢ — 1)7'; en tenant
compte de f” (w), on trouve seulement le résultat ci-dessus. Pour en estimer
la validité, avec le & (¢) exact, notons que le terme en (v — w)* ne donne
de contribution non négligeable [en % de G (s)] que tant que (v — w) est
de Tordre de (f"(w))~"* ~v ! @2=11", lo terme en (v — w)* est alors
' c’est-a-dire négligeable; de méme pour les autres termes.

rel—

Gs) ~ GO(s) == exp[sw — fiw)]

A~ o d 2 e

Notre résultat fait le pont entre densité gaussienne, pour laquelle
a=c=2 [et G(s) =e"] et la densité de la loi stable réduite positive
dans le cas o <<« <C 1, pour laquelle p (1) = o, quand u < o.

(*) Séance du 4 janvier 1g6o0.

(*) Voir aussi B. MANDELBROT, Comples rendus, 249, 1959, a, p. 613; b. p. 2153,

(*) P. LEvy, Théorie de I'addition des pariables aléatoires, 1937, p. 214.

(*) P. LEvy, Processus stochasliques et mouvement brownien, 1948, p. g6.

(*) W. FELLER, Math. Ann., 113, 1936, p. 119-160; Trans. Amer. Math. Soc., 48, 1940,
p- 488; K. Itd, Mem. Amer. Math. Soc., ne 4, 1951,
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