THERMODYNAMIQUE STATISTIQUE ET CALCUL DES PROBABILITES. — Les
ensembles grand-canoniques de Gibbs; justification de leur unicité, basée sur la
divisibilité infinie de leur énergie aléatoire. Note (*) de M. BexoiT MaxpELBROT,
transmise par M. Joseph Kampé de Fériet.

1. Rappelons qu’un ensemble microcanonique est un ensemble de systémes
thermodynamiques, dont I’énergie U a une valeur connue u, et qui peuvent
se trouver dans 'une quelconque de dr (u) « configurations » possibles. Un
ensemble canonique est tel que U est une variable aléatoire, qui suit la
distribution canonique de Gibbs : F(u/3) = Prob (U =7 u) satisfait a

AF (uiB)y ==dr(u)exp (- Su)L '(3), ot ZL(B)—= [A(lr(u.) exp(— Bu) ('),
A
1/3 est la température absolue; Z(f3) est la fonction de partition (f.p.).

2. Soit la somme de n systémes identiques, de f.p. Z(3). Leur interaction
est infiniment faible et 1’énergie du tout est la somme des énergies des
parties. Soit Z,(3) la f.p. du tout. On permute des parties situées dans
des configurations différentes. 51 la configuration du tout est changée
par toute permutation des parties, Z,(3) = Z*(3); si les permutations
sont entiérement indiscernables, Z,(3) = 7Z"(8)/n!.

3. Rappelons enfin qu’un ensemble grand-canonique (classique) de Gibbs
est un ensemble de systémes, pour lesquels U et le nombre N de parties
sont tous deux aléatoires, et pour lesquels F = Prob(U_-Zu, N =2 n)

satisfait a
dun B (uynjo, B) == dr(u, nyexp (- pu-+an) 7= (a, (),

ou dr(u, n) a la f.p. (transformée de Laplace) Z"(3)/n!; a = pf, ol p est
le « potentiel chimique ». Supposons justifiée 'indiscernabilité des confi-
gurations des systémes formés de n parties, obtenues par permutation
des configurations des parties (cette justification est impossible dans une
théorie purement non quantique). Dans ce cas, I'ensemble grand-cano-
nique attribue, & diverses configurations, comportant un nombre variable n
de parties, des probabilités proportionnelles a exp(an).
4. La fonction caractéristique ¢({) de l'énergie d’un systeme grand-
canonique est telle que
, exp | Z(5--ig)exp(a)]
o 6) - log | S et
== exp (a) fx (els — 1) e—Pudr(u).

0

La variable aléatoire N est de Poisson et sa valeur moyenne est

E(N)=7Z(3)-= exp(a)f exp (- Su)dr(u).
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(2)

Le log ¢({) ci-dessus est précisément sous la forme canonique (?), (%),
due a Paul Lévy, relative & une variable aléatoire infiniment divisible
ayant un nombre fini de sauts. Ce terme mathématique désigne un fait bien
connu des physiciens : pour tout entier M, I'énergie d’un ensemble grand-
canonique peut étre considérée comme la somme de M variables aléatoires
indépendantes et de méme distribution, dont chacune est d’ailleurs grand-
canonique. Par exemple, on peut remplacer exp(«) par exp(«)/M, ce qui
équivaut a diviser par M le nombre probable des parties canoniques du
tout grand-canonique. On peut aussi remplacer 1/M par un paramétre x
variant contintiment de o a 1, et considérer I'énergie U(z) de la fraction
du tout d’étendue 2; U(z) est une fonction aléatoire dont les réalisations
sont u(z). On trouve qu’il y a une probabilité égale & 1, pour que u(z)
croisse uniquement par sauts; 'amplitude d’'un saut est une variable
canonique; la distribution des sauts le long de (o, 1) est uniforme;le nombre
de sauts est la variable poissonienne N, donc il est indéfiniment divisible
et E(N) est fini. On pourrait considérer que la variation de  correspond a
laugmentation de la densité du systéme total et que les sauts corres-
pondent a l'inclusion successive de nouvelles parties canoniques, qui
seralent ponctuelles (voir cependant le paragraphe 8).

b. Le point essentiel de cette Note est que, réciproquement, la distribution
grand-canonique de Gibbs est la seule pour laquelle : a. U et N sont canoniques,
c’est-a-dire que u et n entrent par des facteurs exponentiels dans dF;
b. U est infiniment divisible; c. le nombre probable des sauts de u(x) est fint
(le caractére poissonien — donc divisible — de N résulte de b et ¢).

6. Les conditions b et ¢ sont des hypothéses de caractére atomique
sur la structure de la matiére, mais ne font pas appel & des propriétés
quelconques des « configurations », du type de celles invoquées aux para-
graphes 2 et 3. Revenons donc a la justification du caractére canonique a;
la méthode habituelle est de montrer qu’un systéme est canonique lorsque
c’est une treés petite partie d’un trés grand systéme microcanonique; cette
méthode se référe aux configurations du trés grand systéme. Supposons
cependant qu’on puisse la remplacer par une méthode aussi peu explicite,
relativement aux configurations, que les axiomes b et ¢ du paragraphe b.
Dans ce cas, la distribution grand-canonique de Gibbs aura été justifiée
de facon unique et trés économique du point de vue de la « force » des
hypothéses atomiques. Bien entendu, r(u) [ou Z(3)] sera indéterminé et
devra étre déduit de modeles atomiques précis, ou de mesures de quantités
telles que les chaleurs spécifiques.

Or, la justification de la canonicité que nous avons donnée (*), en partie
apres Szilard (*), est précisément du type désiré. Sous la forme plus coneréte
de Szilard, on suppose que les atomes existent et que leur interaction
conduit 4 un état final d’équilibre; mais on n’exige rien relativement a
Pexistence et aux propriétés des configurations. On obtient ainsi la distri-
bution grand-canonique avec un dr(u, n) absolument indéterminé. Les



(3)
conditions b et ¢ détruisent la symétrie du probléme relativement a U et N,
et rameénent r(u, n) & une fonction r(u) & une variable.

7. 11 ne suffirait pas d’exiger que N est indéfiniment divisible.

De méme, il est nécessaire de postuler ¢. Autrement, on n’éliminerait
pas par exemple le cas de molécules de gaz parfait canoniques. En effet,
on a alors Z(3) = kV3* et 9({) = kV(1—i{/3) **. Toute racine de ()
est encore une fonction caractéristique, mais on trouve que la répartition
de Ténergie u(z) le long de (0 =z~ 1) comporte un nombre de sauts
dont la valeur probable est infinie (surtout des petits sauts) (en plus, il y a
une contribution & w (z), non réduite a des sauts) (*).

8. Le fait que toute racine de ¢({) est une f.c. ne garantit pas que les
parties d’un systéme divisible aient un sens physique [voir (7)]. Les
axiomes a, b, ¢ des systémes grand-canoniques sont en dernier recours
justifiés par lexistence de groupes d’atomes correspondant aux parties,
et par la possibilité d’interpréter la division comme ayant licu selon la
dimension de la « densité ». (Si, de plus, le systéeme grand-canonique est
un gaz parfait, et dr est proportionnel & V, la division peut aussi se faire
dans la direction du volume, et on I’obtient la méme distribution de U :
certains sous-volumes contiennent un nombre positif de molécules entieres,
d’autres ne contiennent rien du tout.)

Au contraire, dans le cas canonique, la division conduirait a des systémes
ayant un nombre non entier de degrés de liberté, et de plus V© n’a aucun
sens physique. Donc la division de systémes canoniques est physiquement
incorrecte, tout autant que leur addition (lorsqu’on n’ajoute pas le fac-
teur n!); cette symétrie est assez satisfaisante pour I'esprit.

9. Tous ces arguments cessent d’étre valables lorsque Iinteraction
entre parties cesse d’¢tre négligeable. On sait que les relations entre
ensembles canoniques et grand-canoniques posent alors des problémes non
résolus.

(*) Séance du 12 octobre 1959.

(") On a (— 1)¢(d*Z/d3*) > o, pour tout k = o et tout 3 >o. Done, 3logZ (%),
qui est ensuite identifié a I’énergie libre d’un systéme, ne peut étre une fonction quelconque.
Ce fait ne parait pas avoir été signalé.

(?) P. LEvy, Théorie de I'addition des variables aléaloires, Paris, 1937.

(*) GNEDENKO et KoLmoGOROFF, Limit distributions for sums of independent random
variables, traduction anglaise, 1954.

(*) B. ManpeLBROT, Comptes rendus, 243, 1956, p. 1835; ou encore, I. R. E. Trans.
Information theory, 2, 1956, p. 190. Ces textes se référent &4 une seule variable U, mais sont
immédiatement généralisables 4 deux wvariables.

(") L. SziLarp, Z. Phys., 32, 1925, p. 753.

(") Ceci tient encore approximativement pour tout systéme qui peut €tre approximé
par un gaz parfait, c’est-a-dire, & haute température, pour tout systéme dont la f. p. se
comporte prés de 5 = o comme K3 . Remarquons que c’est a cause de la généralité
des systémes ayant cette propriété qu'un si grand nombre de systémes sont caractérisés
par deux paramétres seulement: 3 et K, qui est proportionnel au volume V.

(*) J. L. Doos, p. 247 de (¥) (un peu plus bas que le milieu de la page).



Extrait des Comples rendus des séances de I’ Académie des Sciences,

t. 249, p. 1464-1466, séance du 19 octobre 1959.

GAUTHIER-VILLARS,
55, Quai des Grands-Augustins, Paris (69),
Editeur-Imprimeur-Libraire.

156250

Imprimé en France.



