MECANIQUE STATISTIQUE ET THEORIE DE L’INFORMATION. — Adaptation du
message a la ligne de transmission : 1. Quanta d’information. Nole de

M. Bexorr Maxpursror, présentée par M. Jacques Hadamard.

Les mots (au sens vulgaire) satisfaisant a une statistique privilégiée de la forme
P~ A (n -+ ny)~", ils quantifient Pinformation de facon naturelle.

1. Codaged la Shannon("). — Pour transmettre un message, onpeul grouper
les letires en quanta ¢gaux. La statistique des quanta tendant vers celle de
Laplace quand ils s’allongent, le nombre moyen de signaux a envoyer par letire

tend versunminimumproportionnel a H = —2]7,1 logp,, qui définit la quantité

g”z'nfgrmatzbn. Les codages approchés, purement théoriques el en pratique
inutilisables, donnés par Shannon n'exigent pas de tops spéciaux pour marquer
la fin des quanta.

2. Codage ordinal. — 1.’hypothése réaliste que les quanta sont définis a preort,
et leurs codages digitaux séparés par des tops, enrichit considérablement la
théorie. Notre codage, dit ordinal, fera se correspondre les classements des
quanta par p, décroissants, el des codages par couts croissants (en temps, entro-
pie ou lout autre substance critique). Ce codage ne dépend que de la ligne, et
le message ainsi codé est le moins cher pour les p, donnés.

Mais il n’est pas en général le moins cher pourle H donné, el cen’est pas une
suite aléatoire de symboles. Ceci pose deux problémes successifs d’adaptation
a la ligne du message a coder.

On montrera que la ligne détermine entiérement un message optimum. 1l est
remarquable que les statistiques expérimentales des mots (au sens vulgaire) dans
les langues écrites, réunies par G. K. Zipf (*), sont toutes du type optimum défini
par ces deux problémes. Les mots constituent donc des quanta naturels d’infor-
mation.

Soit ¢+ 1 le nombre des états E,, I'état E, étant réservé aux tops de fin de

(*) Bell System Technical Journal, 27, 1948.
(*) Human Behagior and the Principle of Least Effort, Addison-Wesley Press, 1949.
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mot (donc ¢>=2). Nous supposons ¢ petit comparé au nombre R de mots.

Soit G, le cout de E,, M(/) le nombre des suites de symboles (nombres) de
7

cott tolal =j; N(j), des suites de cout =j. M(j):EM(j——Cg), d’out

1
q

asymptoliquement M(;j)~ M/ ot M est la plus grande racine de 2 M =1,

J
et N() =Y M(7)~— ny—+ M/, s0it j,, — jo~log,(n—n,). M sera laracine
J Jn ] g
q

7 s
de Z =0 <au lieu de 2: o ),j’ le conit correspondant.

0 1 /

Cas particulier. — Si Gi=1, M= q, M(j)=M/ exactement, et
N(/)=M(M — 1)~ (M/ —1);

alors
log(g—1)

Jn=— 1+ Togg +[logy{n+q(qg—1)7"}]
kel

est le cotit du n"*®* nombre par cotts croissants (*).

3. Point de vue du cout. Adaptation de p, a H et a la ligne (c’est-a-dire au
codage). — Le coit de transmission en codage ordinal est en moyenne

C—|—C0:Ep,lj,l—|— C, par mot. D’aprés Shannon, il serait proportionnel

aH :——Ep,, log p,. Pour H donné, I'excés de cout (donc la redondance) est

minimum si p,= AM™", ot B>~ 0 dépend de la ligne, et (surtout) de H.
Appelons O =1/B la température cybernitiqgue du message.

Wl . .
H :an B/, logM —+ logE (M~B/n),

di . —_ . s
B = (log>M) B [Zl/,}pﬂa <E/nl)n> ] .

Le crochet est > o0 par l'inégalité de Schwartz, donc dH|dB < o, dH[d® >>o.
H croit contintiment de o a logR quand © va de 0 & ++ . H détermine donc ©
pour R donné. Notre critére a par conséquent consisté a rendre o la variation
ltbre de A = C — OH (c’est-a-dire de P'excés de coiit sile coit par symbole a
la Shannon était 1/0). Si I'on interpréte C comme énergie, H comme entropie,
A, qui correspond a I’énergie utilisable de Helmholtz, est Pénergie disponible

(*) [logz ] =1+ partie entiére de logz.
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pour la dissipation. Il semble donc légitime d’interpréter R comme volume,
R et ©® comme variables d’état.
Si B >1, R peut étre infini. Ceci est commode, (car il est difficile de
compter les mots rares) et n’est pas absurde, car d’'une part les mots de rang
trés ¢élevé ajoutent ici trés peu & H ou a C; d’autre part, dans un texte réel, la

proportion de mots dépassant une certaine longueur est de toute fagon négli-
geable. H croit de 0 a «o quand © vade o a +1.

4. Point de vue de la structure. Adaptation de p, et de H a la ligne (c’est-
a-dire au codage). — Elle exige que le message codé soit une suile aléatoire
stationnaire des E,. Soit 7,= Pr(E,). Alors si le n*™ nombre exige 1 top + /'
symboles :

/ ,
. | r r
/ , g 0 ,
= (1 — )1y II_"_*—H'“
])" ( u) 0 1 f‘/ﬂ 1 r’o g’

pn ne doit dépendre que du colit, somme des colts des symboles, qui est la
seule grandeur ayant un sens physique, d’oti 7/,= M'~* ou M/, déterminé par

2 M/~ =1, est le méme que dans le paragraphe 2. Alors p,= AM~"" quz est
uneloi du type duparagraphe 3, ot A=r,(1—r)~*, B=log, M'=logM’[logM>.1.

5. La ligne détermine donc p,, donc ausst :
G+ Co=— Zpplogupn-+[— logw (1—r})]

(ce qui pour 7 — o permel de retrouver la propriété de minimum absolu de
I'expression de H).

Comportement de p,,. — Comme j,~j,~+logy(n—+n,),onap,~ A’ (n-+ ny )",
en accord surprenant avec les résultats de Zipf (*).

Pourj>1, p.,~ A" (lovordinale) qui correspond a la statistique de Boleann
Cest la loi 4 laquelle nous aurait conduit un codage analogique.

Pour j plus petit, et B—1<1, p,~v A'(n+n,)"" : il y a une divergence par
défaur de la loi ordinale, dans le méme sens que dans la statistique de Fermi-
Dirac, et due aux mémes causes, quantification du cott et exclusion.

(Extrait des Comptes rendus des séances de ' Académie des Sciences.

t. 232, p. 1638-1640, séance du 30 avril 1g51).
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