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Les aléas que 1'on rencontre dans la nature sont souvent de forme
extréme (et non pas bénigne), et par suite ils ménent au paradoxe avec
une facilité déconcertante ; 'auteur a consacré de nombreux travaux a
ce sujet, et les contes que voici ont pour objet d’en illustrer les prin-
cipaux thémes.

Les deux premiers contes concernent un paradoxe de la Valeur
Probable ; la clef (comme cela devrait toujours étre le cas) nous apprend
quelque chose sur les embiiches que peut impliquer l'inconnu et I'im-
prévisible. Détail technique : la loi de probabilité sera & homothétie
interne, donc parétienne. Les deux autres contes concernent des para-
doxes de volume plus ou moins nul, et de longueur plus ou moins
infinie.

Chacun aborde un aspect, que je qualifie de fractal, de la géomé-
trie statistique de la terre. Si un minéral est trés rare (disons l'or), et
qu’il est trés irrégulierement répartii, de facon a former des amas,
l'ensemble spatial qui le porte est tres mince, trés effilé. Comment le
caractériser au mieux ? Nous allons voir que divers modeles usuels de
cette distribution ont pour conséquence de faire dire que l'ensemble
portant a pour dimension fractale une fraction en deca de 3. Avant que
d’arriver a ce probléme, nous allons voir comment la superposition de
tourbillons conduit inévitablement 4 des courbes étranges, dont la

longueur est infinie et la dimension est supérieure a 1.

(1) Ecrire « bon & tirer » peut étre une expérience
déchirante ; je viens tout juste de la ressentir avec Les
objets fractals : forme, hasard et dimension (Flammarion).
Sitdt parti, j'ai regretté, entre autres, que mon gros essai
n'ait pas inclu de considération sur la distribution des
minéraux. Je suis donc ravi que le présent article me
donne si rapidement l'occasion de faire amende hono-
rable, et, en méme temps, de dire combien je dois
(indirectement, et malgré des divergences de vues) aux
écrits de Georges Matheron.

Mes deux premiers contes avaient ¢été esquissés dans
un travail publié en 1966. Je m'y référe dans une « clef »
au milieu du texte.
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AU CIMETIERE DES JEUNES POETES

Au cimetiere des savants, érudits et poétes,
morts jeunes, chaque monument contient un sym-
bole de cassure: ici, une colonne écroulée a mi-
hauteur, 14 une plume brisée en son milieu, ou
un livre déchiré & mi-épine, ou encore un fond
d’alambic. Le vieux gardien du cimetiére, lui-
méme poete et trés savant, explique volontiers
ce symbolisme.
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Vous devriez savoir, dit-il, que pour chaque
mortel qui écrit deux poémes dans sa vie, il y
en a quatre qui n’en écrivent qu’un seul, et que
pour chacun qui écrit N poemes, il y en a N*
dont l'intégrale se réduira a leur premiére ceuvre.
Par voie de conséquence mathématique, continue-
t-il, il se trouve que le fait d’avoir écrit N ouvrages
permet d'espérer qu'on en écrira, en moyenne,
un nombre égal dans l'avenir — & moins, bien
entendu, que les détresses de l'dge ne vous en
empéchent (comme c’est malheureusement mon
cas). Ce n'est pas qu’il faille croire que tous les
poetes doivent écrire des ceuvres en nombre égal
(encore moins, que leurs ceuvres soient d’'égale
qualité, mais notre charité n'écoute pas la criti-
que). Nous savons tous fort bien que pour obtenir
l'espérance mathématique de cette ceuvre future,
il nous faut prendre la moyenne d'un tout petit
nombre d’émules de Victor Hugo, et de beaucoup
de partants qui n’iront pas loin; mais, si un
poéte meurt jeune, comment prétendre deviner
ce qu'il serait devenu ? Pour nous, la mort qui
I'a fauché l'aura arrété exactement au milieu de
sa carriere; celleci promettait d'étre encore
longue, si elle avait déja été fertile, ou courte,
si son unique ouvrage lui donnait a peine le droit
de venir reposer devant vos yeux.

LE MIRAGE DES BRUMES

Il est une contrée appelée la Marche des Dix
Mille Lacs. Le plus grand (c’est, en fait, une
mer, et l'on pourrait méme dire un Océan!)
mesure au moins 1600 kilometres de largeur, et
le lac numéro r (car ils sont tous identifiés par
des numéros) est large de 1600 r—08 kilometres,
de telle facon que le dix-millieme lac a une lar-
geur d'environ 1 km (il y en a bien d'autres
encore, mais trop petits, comme nous allons voir,
pour gu'on en tienne compte).

Juste au-dela de cette Marche commencent Les
Brumes, pays ainsi appelé car on n'y voit qu'a
1000 metres. Le Royaume de l'Inférence et de
la Valeur Probable, ayant réduit la Marche,
enfonce ses explorateurs-cartographes a4 la con-
quéte des Brumes.

Vu leur religion de l'Inférence, ils considérent
comme acquis que les largeurs de Lacs suivent
la méme distribution que dans la Marche voisine,
seuls comptant les Lacs que 1'ceil ne peut embras-
ser tout entier d'aucun point de leurs rivages.
Vu l'impénétrabilité des Brumes, il leur faut
avoir recours a I’Estimation Statistique de la dis-
tance a parcourir. Vu enfin leur religion de la
Valeur Probable, ils calculent et recalculent, a
chaque instant, suivant la distance déja parcou-
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rue, l'espérance mathématique de la tache qui
reste a accomplir. Donc, tout explorateur prét
a se mettre a la rame sur un lac dont il ne voit
pas l'autre rive, sait que la largeur qu’il lui faut
parcourir est (bien sGr) d’au moins 1 km, et
qu’elle est en moyenne de 5 km. S'il part, et si,
au bout de quelques kilometres, il ne se voit pas
encore arrivé, il va refaire son calcul et il trou-
vera qu'il lui reste encore a en couvrir 4 fois
autant, en plus méme des 5 km du début! Et
puis, tout d'un coup, les arbres émergent de la
Brume, et on se voit arrivé au but.

Incroyable ! Haro sur le mauvais faiseur de
prévision! Se moque-t-il de nous, ou commet-il
une faute de calcul ? Le premier voyageur (bien
stir) I'avait cru, mais il dut se rendre a 1'évidence
mathématique. C'est fort curieux, mais il en est
bien ainsi: pendant que l'explorateur abat du
travail, la tadche probable restante s’allonge a
mesure ! L'on s’exclame encore, on s’étonne, on
s'adresse aux vétérans, et ceux-ci expliquent
patiemment qu’il ne s’ensuit en aucune facon que
l'autre rive du lac soit un mirage. Elle existe bel
et bien, mais, tout simplement, le fait méme
d'avoir couvert quelques kilomeétres sans rien
rencontrer fait taire tout espoir d'étre tombé
sur un petit lac, et augmente celui d’étre tombé
sur un lac moyen ou grand, et méme (terreur!)
le risque de s’étre engagé, sans le savoir, sur un
océan.

Mais ceci ne change rien au fait qu'on est sfir,
un jour ou l'autre, d’arriver au but. Ce soi-disant
mirage finit toujours par étre dominé, & condition
gu'on persévere. Il faut ramer et il faut prier (il
est prudent, de temps en temps, de se refaire des
provisions, de revenir pour mieux repartir). Mais
les esprits fantasques des Brumes, non seulement
finissent toujours par s'attendrir, mais en général
ils s’attendrissent fort rapidement. L’autre rivage
apparait juste au moment ou le rameur aurait
di, rationnellement, penser qu’il en était plus
éloigné que jamais. Donc, disent les vétérans,
tous les clichés s’appliquent de la fagon la plus
textuelle : il ne faut pas lacher pendant le dernier
quart d’heure, les arbres finissent toujours par
apparaitre au fond des brumes, la lumiére appa-
rait toujours au fond du tunnel, mais il faut se
résigner a ne prendre au sérieux aucun frais de
voyage prévisionnel; tout dépassement constaté
appellera d’autres dépassements.

La clef des contes
Les poetes, nul doute, ne different pas des chi-

mistes, et dans le cas de ces derniers c'est
A. Lotka qui a découvert la loi du N* Les poétes
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n'ont pas, non plus, de raison de différer des
comédiens de la télévision, dont Broadway pré-
tend (murmure-t-on) que leur avenir a tout
instant est égal (en moyenne) a leur passé. La
loi de Lotka est de caractéere purement empiri-
que, et je ne lui connais aucune explication tant
soit peu crédible.

Quant a la statistique des dix mille lacs, elle
est tout & fait identique a celle dont J. Korcak
et M. Fréchet nous ont fait remarquer qu’elle
régit ceux du reste de la terre (il nous suffit de
consulter 'Almanach pour vérifier leurs affirma-
tions). Je lui consacre plusieurs pages de mon
essai, Les objets fractals. Je ne suis pas str de
l'avoir expliquée, mais je crois bien avoir montré
qu’elle s’articule fort bien avec le fait que les
cbtes océaniques ont des longueurs infinies et
des dimensions fractales supérieures a 1 (ce der-
nier concept, dans un contexte légérement diffé-
rent, fera T'objet des deux contes ci-dessous).

Mes deux premiers contes reposent sur le fait,
en apparence paradoxal, que la valeur probable
conditionnée d'une variable aléatoire U, dont on
sait qu’elle dépasse le seuil h, peut fort bien étre
proportionnelle & h, disons égale a Ah. Ladite
proportionalité résulte du fait que la distribution
de probabilité sous-jacente est hvperbolique (ou
de Pareto), a savoir telle que Pr(U >u) =u—?,
ot 'exposant = est donné par A/(A-1). En d’autres
termes, la distribution en question n’a pas
d’échelle propre, mais emprunte toujours celle de
I'observateur ; elle est donc dite & homothétie
interne. Dans le premier conte, je postule o = 2;
dans le deuxiéme, « = 1,25. Lorsque « |, 1, A 1 0.

La loi de Pareto (et les lois stables de Paul
Lévy, qui s’en rapprochent intimement) constitue
un des thémes principaux de mon ceuvre; par
exemple, mes trois articles dans Economie Anbli-
quée, tome 26, fascicule 2-3-4, 1973, contiennent
une bibliographie assez compléte. Je crois pou-
voir affirmer que le caractére parétien s'observe
pour un trés grand nombre d’aléas géomorpho-
logiques, et aussi (ne faudraitil pas dire, « et
par suite ») d’aléas économigues. Par conséquent,
les explorateurs mythiques des Brumes et les visi-
teurs du cimetiére des Jeunes Poétes ne sont pas
les seuls a rencontrer le paradoxe de la valeur
probable qui a donné lieu & nos deux contes. En
particulier, il y a sur la terre des institutions
appelées bourses de valeurs, dont la fonction
serait de trouver le moyen (ne serait-ce que faute
d’alternative ?) d'utiliser les mémes devises pour
mesurer les réalités aussi bien que les espérances.
On constate qu’il arrive aux prix ainsi calculés
de monter régulierement et sans donner signe
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de s’arréter, aboutissant ainsi & des niveaux
jamais atteints, et ceci juste avant que de
s'écrouler épouvantablement. De méme, il ne sont
jamais aussi bas qu’avant de rebondir. Le para-
doxe ne git pas, bien entendu, en ce que le prix
atteint un maximum avant que de baisser, mais
en ce que sa diminution est (avec une fréquence
appréciable) assez grande pour rester visible
méme sur des chroniques a long terme, dont tout
détail est nécessairement absent. Un tel prix varie
véritablement ¢de facon discontinue. Dans un
univers ou les aléas auraient été non parétiens,
tout serait — bien au contraire — a peu de choses
prés continu, ou tout au moins le paraitrait a un
observateur qui n'v regarderait pas de vraiment
tout pres. J'ai étudié cette question en détail dans
Journal of Business of the University of Chicago,
Volume 39, 2¢ partie du fascicule 1, Janvier 1966.
Maints aléas économiques, a linstar des aléas
géographiques et humains dont nous avons traité,
seraient tels que lespérance mathématique git
bien plus souvent au-dela au’en deca de la réalité,
étant énormément influencée par des cas extrémes
peu nombreux. Pour en donner un autre exemnle,
supposons que l'augmentation de la demande
pour un produit soit parétienne, et que l'on
arrange les investissements pour tenir compte a
tout instant de la demande probable. On aura
plus de chances d’avoir investi trop aue pas assez,
et de n'avoir évité d’étre a la traine que pour
devenir un gicheur de ressources !

Les sceptiques ne finiront jamais de se deman-
der comment, devant une Raison aux manifesta-
tions si étranges, on peut reconnaitre les signaux
d’alerte de la Déraison, ou ceux de la manipula-
tion falsificatrice !

LE PARTAGE DES EAUX

De l'union de Tourbillons opposés peuvent
naitre des courbes étranges, et nulle part on ne
les voit mieux gu’en un certain Duché, bien loin
d’ici. A premieére vue, sa carte parait magnifique-
ment ordonnée, conforme au plus pur idéal de
la hiérarchie administrative. Mais derriére cette
facade, comme nous allons le voir, quelles con-
vulsions !

Au Duché des Tourbillons, chaque commune
prend la forme d'un triangle équilatéral borné de
trois rivieres. L'une d’elles coule de I'Est vers
I’Ouest (ou inversement), tandis que le sommet
opposé pointe soit vers le Nord soit vers le Sud.
Un Tourbillon communal perpétuel draine vers
chacun des cdtés un tiers de l'aire du triangle
tout entier, et les rivieres frontaliéres, vues du
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centre de la commune, coulent toutes trois dans
le méme sens. Lorsque la commune pointe vers
le Sud, son Tourbillon est positif, et les rivieres
coulent dans le sens contraire des aiguilles d'une
montre ; sinon, il est négatif et les riviéres cou-
lent dans le sens direct. Il s’ensuit en particulier
que les communes situées de part et d’autres de
toute riviere ont des Tourbillons de méme force
et de sens opposés. Chague canton, lui aussi,
prend la forme d'un triangle équilatéral, formé
de quatre communes contigués. Si la commune
centrale est négative, les trois autres sont posi-
tives, ainsi que le Tourbillon cantonal ; on observe
Iinverse si la commune centrale est positive. A
I’échelle pres, il en est de méme des arrondisse-
ments et des départements, et enfin des domaines
respectifs du Duc (qui est positif) et de la Du-
chesse (qui est négative, le Duché tout entier
étant neutre). Ces domaines se font face de part
et d’autre du Fleuve Central, et le Duché est un
losange situé entre quatre fleuves frontaliers.

Pour terminer, précisons la position des sour-
ces. Les trois sources communales se trouvent
dans les riviéres frontaliéres, tout prés de chacun
des sommets, mais ces sources ne sont toutes
trois en plein air que dans le cas des communes
centrales des divers cantons. Pour les communes
périphériques, une des sources communales, ou
méme toutes les deux, sont cachées au fond d'une
riviere bordant un canton ou une plus grosse
unité administrative.

L’hydrographie du Duché, y compris les lignes
de partage des eaux, est esquissée sur la carte
donnée en fig. 1, tandis que la fig. 2 donne
a part une idée plus précise de la forme du
vieux Duché, ou bassin du Fleuve Central. Son
contour est omniprésent, cette sorte de cactus
piniforme, appelé ici Arbre de la Vie, figurant
sur les armes de leurs Altesses.

Une carte de la région, et de ses voisines,
incorporant les bassins des autres fleuves, res-
semblerait a ce dessin ot M. C. Escher a repré-
senté des reptiles s’entrelacant et s’interpénétrant

a linfini, dans trois directions, et remplissant
tout le plan.

L'histoire du Duché se lit du premier coup
d’ceil dans les méandres de son ancienne fron-
tiere. On y reconnait d’abord le Triangle Histo-
rique, puis les Marches Intérieures, qui sont des
régions qui se déversent dans ledit Triangle, mais
sont presqu’entierement entourées de terres
appartenant aux bassins d’autres fleuves, ensuite
les Marches Extérieures faites de terres qui appar-
tiennent a d'autres bassins mais qui sont pres-
qu'entierement entourées par des Marches Inté-
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Fig. 1. — Hydrographie du Duché des Tourbillons.

rieures, enfin la région qu’on appelait (sans avoir
éprouvé le besoin d'un autre qualificatif) le Qua-
drilatére. Chaque triangle des Marches Intérieures
avait été un comté ou une baronie autonome.
Les ayant finalement conquis, le Duché ne se
sentit que plus menacé, étant désormais presque
divisé par des hauteurs fort menacantes tenues
par des mains hostiles. D'ot1, avant que le Duché
ne se stabilise, la longue série des querelles et
des guerres, dites des Marches ou des Presqu’en-
claves.

La clef du conte

Si l'on examine une ligne de partage des caux
de facon de plus en plus détaillée, quelle com-
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plication, sans fin et sans cesse ! Chaque commune
(nous ne l'avons pas encore dit) est subdivisée
en quatre paroisses, chacune de celles-ci en quatre
villages, puis quatre lieux-dits, et ainsi de suite,
tout triangle étant pourvu de son Tourbillon local
permanent. Donc, sur des cartes de plus en plus
précises, les ruisseaux, de plus en plus capillaires,
pénétrent de plus en plus prés de tout point de
l'intérieur, et la longueur combinée de leurs
rivages augmente sans cesse, et tend vers l'infini.
Et de méme des lignes de partage des eaux,
puisque chaque niveau de Tourbillons les allonge
dans un rapport constant.

Si les lignes de partage des eaux sont toutes
de longueur infinie, on doit, en quelque sorte,
les considérer comme étant d'un « deeré de
substance » sunérieur a celui de toute ligne ordi-
naire. La substance est affaire des rapnorts entre
un tout et ses parties. Une ligne ordinaire, tel
un bout de riviere, est faite de deux « demis »,
dont chacun s’obtient a partir du tout par une
homothétie de rapport un demi. Et de méme une
surface ordinaire, tel un canton, est faite de
quatre « quarts » (communes) dont chacun
s’'obtient & partir du tout en effectuant, entre
autre, une homothétie, et le rapport de celle-ci
est toujours un demi. Or, la portion Sud de la
frontiéere du Bassin Central est faite de parties
dont chacune égale le tout, toujours réduit dans
un rapvort égal &4 un demi; mais le nombre de
ces parties n'est plus maintenant, ni de 2 ni de 4,
mais de 3! Dans l'un comme dans l'autre des
cas classiaues, le nomhre de niéces est éocal a
l'inverse du ranport d’homothétie, que 'on aura
porté a la puissance D, ou D est le nombre de
dimensions. Ne pourrait-on pas également, écrire
3 = 2° pour notre lisne. Bien stir gu’on le peut,
mais on trouve ainsi la valeur D = log 3/log 2,
donc la dimension est fractionnelle !

(Au lecteur familier de ces choses, indiquons
que la niéce fondamentale de la liene de partage,
3 savoir la moitié de la frontiére de "Arbre de la
Vie. peut également s'obtenir A l'instar de la
courbe de von Koch. On part du seement 0.1, et
on en élimine l'une des moitiés, la remmnlacant
par deux segments qui forment un triangle éaui-
latéral avec ce qu’on aura éliminé. Puis on pro-
cede de méme avec chacun des trois demi-
segments ainsi obtenus.)

Quant a l'ensemble des rivages des cours d’eau.
c'est une courbe plus étranece encore, car elle est
faite de auatre quarts, déductibles du tout par
homothétie du ravport 1/2, ce aqui nous donne la
dimension D = 2: en ce sens, notre courbe a le
méme deoré de substance qu'une surface (ou que
la célebre courbe de Giuseppe Peano!).
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Fig. 2. — Arbre de vie.

LES DIAMANTS TAILLES
RESSEMBLENT AUX ETOILES

Et la distribution des diamants bruts sous la
surface de la terre parait ressembler a celle des
étoiles dans le ciel. Regardez-donc une étoile, et
il y a de fortes chances que vous observiez aussi,
dans son voisinage, toute une galaxie, et méme
tout un amas. Et il en est, bien sir, tout a fait
de méme pour les diamants. Mais il reste a savoir
si la ressemblance en question dépasse le niveau
qualificatif et verbal. Serait-il possible de partir
de l'une quelconque des théories de la distri-
bution stellaire (ou des théories d’autres phéno-
meénes intermittents, telle la turbulence, qui en
sont des cousines plus ou moins délibérées), pour
les traduire ensuite en termes de géo-statistique
miniére ? Tel est effectivement le cas, et le géo-
statisticien ayant lu Les objets fractals est vive-
ment encouragé a le faire. Mais il ne doit pas
s'attendre a ce que cette traduction soit entiere-
ment inédite. Les chemins intellectuels que Four-
nier d’Albe avait tracés dans 1'étude du ciel, vers
1907, et que Hovle allait retrouver vers 1950 (puis
gue Yaglom allait prendre dans Vétude de la
turbulence vers 1965) sont précisément les mémes
(sauf transformation évidente) que de Wijs décri-
vait entre temps dans I'étude du sous-sol, et que
Georges Matheron allait fortement développer et
faire connaitre.
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Mais en quels termes se traduira ma propre
contribution a I'ceuvre de Fournier, Hoyle et al.,
contribution dont le foyer (si 'on peut dire) a
consisté a introduire et a utiliser a fond le
concept de dimension fractale ? J'ai montré que
les conclusions de toutes sortes de modeles de
I'intermittence ont un trait commun, méme si a
premiere vue ils paraissent logiquement distincts.
Quelle que soit la « chose » en jeu (la masse
dans le cas stellaire et la dissipation dans le cas
de la turbulence) ces modeles prédisent tous, en
fin de compte, que la chose doit étre (disons)
« concentrée dans » ou « portée par » un ensem-
ble spatial trés mince et tres effilé, et que le
parametre qui en mesure le degré de minceur
n‘est pas une densité (concept de toute facon
mal défini, car c’est un rapport dont le numéra-
teur, une masse, est intrinséque, mais dont le
dénominateur, un volume, est quasiment impos-
sible a spécifier de fagon intrinseéque). Le para-
metre qui mesure au mieux ledit degré de min-
ceur se trouve plutdt étre une dimension fractale.
Jirai jusqu'a m’aventurer a dire que cet aspect
fractal des ensembles obtenus par les théories
en question est mieux établi que les modéles qui
y conduisent. Spécifiquement, la distribution stel-
laire, qui est extrémement effilée et discontinue,
a une dimension de l'ordre de grandeur de 1,

tandis que la distribution de la dissipation turbu-
lente, qui est beaucoup moins mince, a une dimen-
sion de l'ordre de grandeur de 2,5. Dans les deux
cas, la distribution de la « chose » est, en pre-
miére approximation, uniforme sur 'ensemble qui
la porte.

Maintenant, revenons sous terre et supposons
que la « chose » soit du diamant ou de l'or. Le
modele de Wijs, si on le prend au sérieux et
quon le fait avancer d'un (grand) pas a ma
maniére, nous fait supposer que le minéral en
question est distribué uniformément sous un
ensemble de dimension plus petite que 3. Je ne
saurais en deviner la valeur, mais je me risque a
prédire qu’elle n'est pas universelle, mais au
contraire dépend du minéral en question et de la
nature des mécanismes que sa distribution met
en jeu. Mais tout cela reste encore quelque peu
conjectural. Pour établir le degré de validité de
mon idée, il faudrait commencer par vérifier si
ces dimensions sont effectivement bien définies,
puis en estimer les valeurs, et ensuite voir si elles
se dispersent entre 0 et 3, ou si au contraire elles
paraissent se concentrer vers un ou plusieurs
poles en quelque sorte privilégiés (par exemple,
les valeurs des D du ciel et de la turbulence).
Messieurs les géo-statisticiens, a vous de jouer!



