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STATISTIQUE CELESTE. — Sur un modéle décomposable d’ Univers hiérarchisé : déduction
des corrélations galactiques sur la sphére céleste. Note (*) de M. Benoit Mandelbrot,

présentée par M. André Lichnerowicz.

On étudie un modéle qui a été construit de telle fagon que les corrélations entre deux ou trois
points de la volite céleste peuvent se déduire explicitement. La comparaison avec les Jdonnées
du réel montre un accord satisfaisant, et méme surprenant.

1. La question de la réalité des amas d’amas de galaxies revient a ’actualité (}). Cepen-
dant, les conclusions des tests statistiques restent douteuses, en grande partie parce que
ceux-ci sont en quelque sorte déséquilibrés, les deux hypothéses qu’ils considérent étant
de caractéres trés différents. La premiére affirme que la distribution de la matiére stellaire
devient homogéne de I’échelle des amas; ses conséquences sont pleinement connues.
La seconde affirme que l’amassement (= groupement en amas successifs) continue a
I’infini, c’est-a-dire (en pratique) jusqu’aux limites de ’observable; or, il n’existait, pour
ce type de comportement, que des modéles extrémement grossiers, en conflit avec le prin-
cipe cosmographique. Par suite, les deux sortes de corrélations qu’on envisageait ¢étaient,
I’'une, fondée sur une théorie, et ’autre choisie uniquement pour sa simplicité¢ et commo-
dité d’emploi. Afin de remédier & cette situation, je viens (?) de développer un cadre
mathématique général approprié a 1’étude de ’amassement, de décrire plusieurs processus
stochastiques générateurs (en donnant des simulations numériques), enfin de proposer que
le principe cosmographique soit remplacé par un énoncé moins exigeant et plus réaliste,
dit conditionnel. Sans avoir & faire appel aux détails de (), le but de la présente Note
est d’étudier les corrélations relatives au premier de ces modéles.

2. CONSTRUCTION DU MODELE. — Il s’engendre a travers un vol de Rayleigh-Lévy : Soit une
suite U, (—oo < n < o0) de vecteurs aléatoires indépendants U,, dont les directions sont
isotropes, et les longueurs suivent la méme distribution pour toutn : Pr (U > u) = (u/u®)7°,
ol u° > 0 et o > 0. A une translation prés, ils déterminent une suite de points S, tels

que S,_; S, = U,. On montre que, si O est ’'un de ces points, une sphére de rayon D > °
autour de O contient en moyenne 4 QS (D/u®)* autres points S,, ot A = a lorsque o < 2,
sinon, A = 2; QY est une constante numérique. Donc n (D, P) dQ, défini comme le nombre
de points S, vus dans I’angle sphérique dQ autour du point P du Ciel de O, et tels que
| OS| < D, satisfera { n (D, P) > = Q3 (D/u°)* = Q, D%, le nombre probable de points
dans un volume dV étant donné par le noyau AQ, D*73 dV. Le fait que A figure dans
cette formule en exposant constitue I'un des multiples raisons qui font dire (*) que c’est
une dimension, plus précisément, une dimension « fractale » (aux sens de Hausdorff,
Frostman, etc.). (Pour o = 2, ce résultat est une conséquence du théoréme central limite,
et pour a < 2, de sa généralisation par Paul Lévy au cas ol la limite est « stable ».).
Nous allons en déduire ce qui concerne 1’observateur, a savoir les moyennes et les corré-
lations relatives aux nombres de points observés sur une sphére céleste dont le centre O
est la Terre. Dans les énoncés, il faut compléter la notation en ajoutant A comme paramétre.
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3. FORME THEORIQUE DE LA COVARIANCE ANGULAIRE ENTRE DEUX DIRECTIONS. — Pour
la covariance angulaire entre les directions des points P’ et P”, faisant I’angle 6, nous
adoptons la définition

(0, D) = {n(D, P)n(D, P)>/{n(D, P)>{n(D, P)>-1
THEOREME. — Pour les sites du vol de Rayleigh-Lévy, on a, si D > u®,

A“3)_1

1 1
(0, D, A) = A2f dxj dy %y~ (x?+y2 =2 xy cos )1/ ;
0 0

Pour A = 1, on peut intégrer explicitement, et on obtient :

00, D, 1) = L cos 0 log [2(1—cos 0)]— 7(71 0) sin 8+1 1—9
2 2sin0

COROLLAIRES. — Sachant qu’il y a un point dans la direction P', la probabilité condi-
tionnelle de trouver un point dans I'angle dQ" autour de la direction P” est égale a (Q, D%)
(0+1)dQ". Pour 0 < m, et posant 1 = 2—A, ® prend la forme hyperbolique A 077,
done, un cercle de rayon angulaire © contient en moyenne un nombre de points propor-
tionnel & O*. Plus précisément, on a :

)

Pour 0 < 1° et A ~ 1, l'approximation hyperbolique est numériquement excellente.

4. FORME THEORIQUE DE LA COVARIANCE ANGULAIRE ENTRE TROIS DIRECTIONS. — La
covariance angulaire entre les directions de trois points Py, P, et P; faisant les angles 0,,

0, et 0, sera définie par

(n(D,P)n(D,P)n(D,P;)>  n(D,PYn(D, Py))
(n(D, Py<{n(D, P)><{n(D, P3)> <n(D, P)><{n(D, P}
_ (n(D,P)n(D,Py)> _ <(n(D,P)n(D,Py)>
(n(D, P)><{n(D, P3)y <(n(D,Py))><{n(D, P3))

z(0y, 05, 05, D) =

THEOREME. — Pour les sites d’un vol de Rayleigh-Lévy, on a, si D > u°,

(0, 0,, 05, D, A) = ;m(el, D, A)— ia)(ﬁz, B, A ;®(63, D, A)

A J dle. dxzf dx;

X [Fy (g, X2, X3)+F2 (x4, X2, x3)+F3 (%1, X2, X3)1,

.bi)—k
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ou les fonctions Fy et ¥, se déduisent par permutation circulaire de

Fj(xq, X2, X3) = x2(x3x3 " 237 x2) (x3 + %2 —2x, x5 cos O

1/2)(A-3
YD @=3),

)(1/2) (A=3)
2
2 2
X (x3+x3—2x,%x;3 cos O
Aux petits angles, posant K = 2 A%/3, on a Iapproximation :

Zo s [(81 0,) " +(0,05) " +(8, 93)”]-

5. REMARQUES ET VERIFICATIONS EXPERIMENTALES. — A. Homothétie interne. — Le
modéle prédit, fait trés important, que ® et z sont tous deux indépendants de D, mais
cette propriété doit étre trés difficile & vérifier sur la base d’estimations statistiques, car
celles-ci incluent en dénominateur des estimations du facteur { » >. Or, en général, la
portion du Ciel que recouvre un catalogue diminue quand la profondeur explorée augmente
(par exemple, le catalogue jagellonien par rapport a celui de Zwicky), et les sondages
profonds ont tendance a se concentrer sur des régions riches; il faut donc craindre des
variations extrémes de { n >, suffisantes (non nécessaires !) pour rendre compte des diffé-
rences que Peebles (') a observées entre le A = 0,69 relatif au catalogue Zwicky et
A = 0,0180 au catalogue jagellonien.

B. Caractére hyperbolique et K = (2/3) A%. — Deux autres prévisions sont aisément véri-
fiables parce qu’insensibles & { n >. Les formes hyperboliques régissant o et z aux petits
angles ont déji été envisagées, grice a leur simplicité, par Peebles (%) et leur validité empi-
rique a été établie. De plus, ’examen des mémes données donne, pour le catalogue Zwicky,
A =069 et K=0,55=A?+159%,; pour le catalogue jagelloniecn, A = 0,0180 et
K = 0,000269 = A*—209,. La prévision théorique n’est donc pas loin de ces obser-
vations.

C. La valeur de A. — Estimant a travers t = 0,8 évalué dans ('), nous obtenons
A = 1,2. Estimant & travers les données de Vaucouleurs (*), nous obtenons A = 1,3.
On peut également signaler qu’une évaluation graphique, basée sur la comparaison visuelle
de simulations relatives & divers A, conduit a un A entre 1,2 et 1,3. Par contre, les diverses
théories exposées dans (?) équivalent & exiger que A =1. Il y a donc désaccord
portant sur un point délicat et vital.

D. Caractérisation du modeéle par sa décomposabilité. — La simplicité des théorémes
des n°s 3 et 4 tient au fait que, grice a la méthode méme de construction (qui avait été
choisie dans ce but), diverses probabilités qui, dans le cas général, font intervenir les
interactions mutuelles de trois ou quatre corps célestes, sont des intégrales de produits
de probabilités dont chacune fait intervenir deux corps. Ajoutant quelques restrictions,
le modele étudié est le seul & avoir cette propriété. Il est vrai que le comportement local
de ® (6, D, A) aux petits angles est de validité plus générale, car il tient simplement au
role joué par le noyau D*73. Mais le comportement de z implique des hypothéses trés
fortes; donc la vérification empirique de I’égalité K = (2/3) A%, quoiqu’approximative,
est encourageante.

E. La corrélation antipolaire est-elle négative ? — Le modéle le prédit, ajoutant qu’il
y a une probabilité appréciable que le Ciel se partage en deux hémisphéres, dans lesquels
les densités apparentes des galaxies sont trés différentes. Tel est effectivement Ie
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cas, tout au moins pour les groupes et amas locaux. Il s’ensuit que, pour estimer
{n(D,P)) de fagon précise, il faut une carte du Ciel tout entier. D’ailleurs, cette pro-
priété se redémontre de fagon directe et intuitive, car elle résulte du fait suivant : dans
toute distribution qui prédit un amassement au moins jusqu’au rayon D, il existe un amas,
auquel la Terre appartient, et dont le rayon est de I’ordre de grandeur de D. Il y a donc
une forte probabilité que I'intersection de I’amas et de la sphére ait un centre de gravité
nettement distant de O (disons, & une distance supérieure 4 D/4). Dés lors, il est évident
que le nombre d’étoiles sera plus grand dans I’hémisphére céleste défini par la direction
dudit centre de gravité, que dans la direction opposée.

(*) Séance du 27 janvier 1975.

(*) Voir, par exemple, P. J. E. PEeBLEs, Statistical Analysis of the Catalog of Galaxies in the Jagellonian
Field, soumis & Astrophys. J. La bibliographie signale de nombreux autres travaux de la méme école, tous
trés récents,

(*) B. MANDELBROT, Les objets fractals : forme, hasard et dimension, Paris, Flammarion (4 paraitre);
la distribution de la matiére stellaire fait ’objet du chapitre VI.

(*) Voir Note (*). Il parait digne d’étre signalé que ces résultats avaient été déduits théoriquement avant
les travaux empiriques de Peebles.

(*) G. DE VAUCOULEURS, Science, 167, 1970, p. 1.

P. 0. Box 218,
Yorktown Heights N. Y. 10598,
U.S. A



