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ANALYSE MATHEMATIQUE. — FEnsembles de multiplicité aléatoires. Note (*)
de MM. deax-Prierre Kanaxe et Besorr Masveisror, présentée par

M. Paul Lévy.

Soit une série trigonométrique qui converge vers zéro, en dehors d’un ensemble E.
Cantor a posé le probléme de savoir si cette série doit nécessairement converger vers
zéro sur . Sila réponse est affirmative, £ est dit ensemble d’unicité; sinon, E est
dit ensemble de multiplicité [(%), chap. IX ou (?), chap. V]. Lathéorie cantorienne
des ensembles est née de I'étude de ce diflicile probléme. Le but de la présente
Note est de donner un nouvel exemple d’ensemble de multiplicité aléatoire, qui
joue un grand role dans certains modéles de la physique statistique (¥).

Dans la suite, I£ désigne toujours un ensemble fermé sur la droite.

On dit que E est un « ensemble de multiplicité au sens restreint », ou
ensemble du type M,, s1l porte une mesure du. dont la transformée de
Fourier u.fJ) / o dp () tend vers zéro a linfini. On dit que E est

du type Ms(o =0 -"1/2) 'l poltL une mesure dy. telle que 0L(y)=o( y 7

quand x--. La borne supérieure des z tels que E soit du type M,,.
a été appelée la dimension de Fourier de E. La dimension de Fourier
est toujours inférieure, au sens large, a la dimension de Hausdor(T (= dimen-
ston capacitaire) des que mes E = o.

Par une construction assez diflicile [(*), votr aussi (*), chap. VIII],
Salem a démontré que, pour chaque 2€]Jo, 1], 1l existe un ensemble I£ dont
la dimension de Hausdor(l et la dimension de Fourier sont toutes deux
égales a z. La méthode de Salem consiste a construire un certain ensemble
aléatoire Ii(w) (w0 € champ de probabilité Q) et a montrer que, presque
stirement, F(m) a la propriété voulue. Nous allons montrer qu’il suflit de
prendre pour H(w) la fermeture de I'ensemble des valeurs prises par un
processus stable de Paul Lévy, positif et d’indice =.

Rappelons  qu’un  processus positif a4 accroissements indépendants
est une application X:lo, o[ Q ~lo, =[, telle que, pour presque
tout o, X(t, ) soit une fonction croissante de ¢, l‘Ollti[lUL‘ a droite, que
X(o, @) =0 pour tout @ et que, pour o, {, ..., les variables
aléatoires X(t,.,) — X(t;)(j=1,2, ..., n—1) solent mdél'nen(lan‘r,es. A un
tel processus (_,orr‘cbpond une « mesure de Lévy » da, positive, portée
par o, = [, telle que[ wds(u) << =, et réeiproquement, a toute mesure

e

de Lévy vérifiant ces conditions correspond un tel processus, de telle
facon qu’on ait
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pour toute suite croissante fy, fs, ..., {, et toute suite réelle yi, yay ..., y;

on a noté \ th,;, Y= \g/y,)
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Les processu% stables d’indice o correspondent a do(u)/du = ku "7,
done Y (y) = cy* [c = c¢(«) complexe, 0 < & < 1).
De fa(‘(m générale, X étant un processus positif & accroissements indé-
pendants, on notera Ey= E(®) I’ensemble des Va]ems prises par X(1)
sur [0, 1] et E sa fermeture,

p(x) = . {(x, @) == sup | el h(y)=inf|{(5) ]
La mesure du. est portée par E. Dans le cas d’un processus stable d’'indice 2,

on sait que la dimension de Hausdorfl de Ii est presque slirement o

[( )5 p- Qbfj'

TutoriME. — P. s. i{y)= ol (vIog|yl/h ( |J| — ao ).

CoroLLAIRE. — Pour un processus stable d’ Lndwe %, p.s. la dimenston
de Fourier de I est o.

Démonstration. — Elle s’inspire de (*). On écrit
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la somme étant prise pour Lous les systemes de wvaleurs ¢;=H1
‘2,':
. Bl .
(j=1,2, ::.,2p) tels que}_‘sj: o. Appliquons (1) avec n = 2p, en posant
1
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S1 ) est pair ;> h(y), et dans tous les cas R J, >~ 0. Quels que solent
{E,}, Lie Uy s s 5 Pip=iiy 11ntegrale par rapport aux mdlces palrs est majorée

en module par 27(h(y))”; quel que soit {z;1, Pintégrale est majorée en
module par 27(k(y) "(p!)~"). Donc
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Soit {y,,E une suite réelle croissante, (,ontenant tous les mu]l,lples de 2

pour n > n(v) assez orand, et telle que Zy” < x. Posons p,=[logy.].

On a
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done p. s.
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\ pf!' / )’n 7.

Comme du est a support compact, cela équivaut a ’énoncé du théoréme.

Il serait intéressant de savoir a quelle condition E est p.s. un ensemble
rationnellement indépendant. Cette condition n’est certainement pas
compatible avec y*=o((h(y))) (¢ >0,y > ®), car alors, pour p assez
grand, £ + E +...4 E (p fois) contient un intervalle. 51 elle est compa-
tible avec logy = o(h(y)), on obtient ainsi de nouveaux ensembles de
multiplicité rationnellement indépendants [de tels ensembles ont été mis
en ¢vidence par Rudin, en utilisant des ensembles aléatoires de Salem (*);

cf. aussi (*), chap. VIII].
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