C. R. Acad. Sc. Paris, t. 260, p. 3274-3277 (22 mars 1965). Groupe 1.

CALCUL DES PROBABILITES ET CLIMATOLOGIE STATISTIQUE. — Une classe
de processus stochastiques homothétiques a soi; application a la lot
climatologique de H. E. Hurst. Note (*) de M. Bexorr MaxpeLsror,
transmise par M. Joseph Kampé de Fériet.

1. LE DOMAINE SEQUENTIEL CUMULATIF ET LA LOI EMPIRIQUE DE HURST.

— X (t) étant une fonction réelle continue du temps ¢, soit

M@, Ty == max [X()—X(@)]— min [X() — X ()]
Pt T Pt T

Cette fonction M sera appelée « domaine séquentiel cumulatif » de X, et
elle joue un grand rdle dans Part de I'ingénieur. Par exemple, certaines
méthodes de calcul des barrages sont uniquement basées sur M relatif
a X (t) — X(t") = quantité d’eau écoulée dans une riviére entre les temps ¢’
et t, moins la valeur probable de cet écoulement. Il en résulte que les
propriétés empiriques de M ont été trés soigneusement étudiées, par
Harold Edwin Hurst (). De fagcon beaucoup plus générale, Hurst a montré
que les lois suivantes s’appliquent & quantité de chroniques relatives a
la météorologiec : chutes d’eau, températures, pressions, épaisseurs des
varves, etc.

1© M(t°, T) est proportionnel a T, ou H est une constante;

20 H est compris entre 1/2 et 1, et souvent voisin de 3/4.

On sait. que H = 1/2 dans le cas ou X est le « mouvement brownien »
de Bachelier, Wiener et Lévy, et que M est asymptotiquement propor-
tionnel a T pour tous les autres processus stochastiques considérés dans
la littérature, dont le deuxieme moment est fini (*). La découverte de Hurst
posséde donc un intérét théorique aussi bien que pratique. On en conclut
habituellement que les séries météorologiques ne sont pas stationnaires,
méme en premiére approximation, et que la variation de M reflete des
changements de climat non encore susceptibles d’analyse probabiliste.
Je me propose de montrer qu’il n’en est pas nécessairement ainsi.

2. FONCTIONS ALEATOIRES HOMOTHETIQUES A sol. — (e terme va
désormais désigner la nouvelle classe de fonctions X(t) définies par la
propriété suivante :

Le processus engendrant X est tel qu’il existe une constante H telle
que la fonction réduite T~"X(Th) (ot 0 =~ h =~ 1) est régie par une loi
indépendante de T (homothétie a soi uniforme) ou tout au moins asympto-
tiquement indépendante de T (homothétic a soi asymptotique).

Le mouvement brownien est homothétique a soi avec H =1/2; nous
allons le généraliser aux valeurs de H allant de 1/2 & 1 (*).

Si X est homothétique a soi, la valeur moyenne du domaine séquentiel
cumulatif va satisfaire a la loi empirique de Hurst. De méme, la propor-



(2)

tionnalité & T" va également étre satisfaite par les valeurs moyennes
d’autres mesures de I’écart de X (¢), tel 'écart quadratique moyen.

3. ExemprLe. — Le temps étant discret, posons

X' (t) = X (t) — X ¢t —1),

et supposons que E[X'(t) X'(t+ ¢)] soit une fonction C(¢) de ¢ seul
(ce qui exprime que X’ est stationnaire du second ordre) et qu’on a

lim C(p) (¢/90)* 2 =1, on —i1<2ll—2<o et ' > o.
]

La variance de X(¢'+ T) — X(¢") étant dans ce cas donnée par

T—1

TC (o) +2 %, ¥ C(s),

r—=1 ~=—=1
elle se comportera ici asymptotiquement comme T*". Ceci suggeére de
former la fonction réduite T"[X (¢*+ Th)—X(t")], et Pon peut effecti-
vement montrer que cette fonction tend en loi vers une limite quand T - .
Il s’ensuit que X(f) — X(t°) est asymptotiquement homothétique a soi.

La condition ci-dessus concernant C(¢) est satisfaite si

X' (t) = Z K (t—s) Y (s),

S =0

ou les variables Y’(¢) sont orthogonales et K est un noyau borné tel
que K(s)s™"*"" tend vers une limite finie quand s - «. Une fonction X'(¢)
de cette forme constitue une « moyenne mobile » pour laquelle Ueffet des
« causes » anciennes décroit vers zéro beaucoup plus lentement que dans
le cas de K = exp(— bs), qui est caractéristique des processus markoviens.

4. PROCESSUS UNIFORMEMENT HOMOTHETIQUES A sol. — L’homothétie
uniforme exige que le temps soit continu, que X soit gaussienne et que
la dérivée X' ait une covariance égale a (¢/¢°)""~ pour tout.¢. Cette cova-
riance est par conséquent infinie pour ¢ = o, et elle ne devient admissible
qu’aprés qu’on ait généralisé la théorie des fonctions aléatoires de fagon
a admettre le bruit blanc, et par conséquent les covarlances telles

que /C ds < >

La covariance C(y) = (ofe?) correspond a la moyenne mobile d’un
bruit blanc, pondérée par un noyau proportionnel a s"~7% 11 s "agit donc
la d’une intégrale fractionnelle du brmt blanc, au sens de Rlemann et
de Liouwille.

Les processus uniformément homothétiques a soi s’obtiennent comme
limites pour ¢ = o des processus définis, pour ¢ multiple de ¢, par la

n—2

covariance _
[0 — 2 (¢4 &)+ (0 +28)M] g2 (00) 2 (2H)~' (2H — 1)~
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Interpolation et extrapolation. Connaissant X (o) = o, X(T) et E(X) = o,
la valeur probable conditionnée de X(t) se trouve étre telle que

E[NX (1) |X(T) |/X(T)y = S| [#/T [ 41— |1 — ¢/ T[],

g

fonction continue et dérivable non linéaire, se continuant pour ¢ —> % par
une extrapolation proportionnelle & (¢/T)" '. Le méme résultat s’applique
au cas asymptotiquement homothétique si T est trés grand.

5. SPECTRES ABSOLUMENT CONTINUS INFINIS A L'ORIGINE ET DECOMPO-
sITION DE X(f) EN UNE TENDANCE ET UN TERME OSCILLATOIRE. — La loi
de Hurst est équivalente a I’hypothése que la densité spectrale S()
de X'(t) se comporte comme D' *"lorsque © est petit. Dans ce cas, la
densité S(o) est infinie, mais le spectre ne comporte pas de « raie » placée
a4 © = o. Du point de vue statistique, étant donné un échantillon de
longueur T° finie, le spectre empirique ne pourra étre distingué de la
somme d’une fonction de Dirac a l'origine et d’une fonction égale a S(w)
pour o > 1/T® et réduite & D/T" *" en deca. Ceci équivaut a partager tout
échantillon en un terme oscillatoire, et un autre terme, qu’on peut inter-
préter comme une tendance ou comme expression du « climat ». On parait
ainsi réhabiliter hypothese que S(o) est fini, qui équivaut a ce que G
soit absolument intégrable, et aurait conduit a conclure que les écarts et
le domaine séquentiel de X sont proportionnels a T'". En fait, & mesure
que T' augmente, la tendance doit étre réinterprétée comme manifestation
d’un nombre toujours croissant de « cycles lents ». En d’autres termes,
mon explication de la loi de Hurst équivaut a invoquer le méme mécanisme
pour les variations lentes du climat et les variations rapides de la précipi-
tation ().

6. UTILISATION PRATIQUE DES PROCESSUS HOMOTHETIQUES A SOL. —
L’étude statistique des processus homothétiques a soi a été a peine
ébauchée. Il reste a déterminer les lois de distribution des diverses mesures
de Pécart de X(t), afin de pouvoir estimer H en connaissance de cause
a partir de petits échantillons (les échantillons de Hurst sont extrémement
longs et I'estimation pose donc peu de problémes).

Il est a craindre que cette étude statistique ne soit trées difficile et ne
rende nécessaire le recours aux méthodes numériques, telles que la méthode
Monte-Carlo. Dans le cas du calcul des barrages, on pourra calculer ainsi
la probabilité qu’un barrage de hauteur donnée tombe & sec avant T années.
Fort heureusement, le calcul n’aura pas a étre refait séparément pour chaque
valeur de la hauteur et de T. La propriété d’homothétie & soi permet en
effet d’appliquer la méthode classique de I’analyse dimensionnelle : ayant
fait le calcul pour T = 100 et toute une gamme de hauteurs, on pourra
déduire sans peine les probabilités relatives a toute autre valeur de T.
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(*) Séance du 22 février 1965,

(') HursT, Trans. Amer. Soc. Civil Eng., 116, 1951, p. 770-808; Proc. Inst. Civil Eng.,
I, 5, 1956, p. 519-590. Pour un résumé de ces travaux, et pour des références concernant
les études théoriques antérieures & ma Note, voir P. A. P. Morax, The theory of storage,
J. Wiley, 1959, p. 65,

(2) Cette hypothése est acceptable dans beaucoup de cas, mais n’a rien d’évident et
doit méme étre abandonnée pour nombre de séries climatologiques. Si on I’abandonne,
il devient possible de faire appel a la théorie des variables aléatoires « stables » de
Paul Lévy, en paraphrasant certains de mes résultats relatifs aux prix. Voir mon The
Variation of certain speculative prices (J. Business, 36, 1963, p. 394-419) reproduit dans
The random character of stock market prices, anthologie réunie par Paul H. Cootner, éditée
par MIT Press, 1964.

(") Le concept d’homothétie 4 soi peut également étre généralisé a des valeurs de H
plus petites que 1/2, mais ceci exige au préalable l'introduction des nouveaux concepts
de fonction aléatoire conditionnelle et de stationnarité conditionnelle. Voir mon article :
Self-similar error-cluslers in communication systems and the concept of condilional statio-
narity (I. E. E. E. Trans. Communication Technology, COM-12, 1964, p. 155-174), et mon
rapport Self-similar (urbulence and non-Wienerian conditional speclra.

(*) Une étude plus poussée de ces probléemes est faite dans mes rapports Self-similar
random processes and the range et Self-similar random processes : extrapolation, inter-
polation and decay of perturbations.
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