STATISTIQUE MATHEMATIQUE ET THERMODYNAMIQUE. — Exhaustivité de
I’énergie totale d’un systéme en équilibre, pour Uestimation de sa température.
Note (*) de M. Benorr ManpeLBROT, présentée par M. Georges Darmois.

Une identité inattendue existe, entre 'exhaustivité statistique (« sufficiency »), et
une propriété de 'équilibre thermique, surtout exploitée par Szilard et Lewis. On en
déduit une nouvelle axiomatique, purement phénoménologique, de la thermostatis-
tique, basée sur la théorie de I'estimation des paramétres, et trés analogue aux axioma-
tiques de la théorie quantique, basées sur I'analyse de I’observation.

|. Pour rendre compte de notre connaissance partielle de I'état d’un
systéme thermique, observé macroscopiquement, J. W. Gibbs (*) a proposé
deux « ensembles » statistiques représentatifs : I’ensemble canonique (tempéra-
ture donnée, énergie aléatoire), et ’ensemble microcanonique (énergie connue).
[.A. Khinchin (*)trouve, cependant, qu’un grand nombre de concepts gibbsiens,
et des lois aussi fondamentales que le principe « S=log W », ne peuvent pas étre
rendus rigoureux, et devraient donc étre bannis; la complémentarité entre les
deux ensembles de Gibbs ne serait ainsi qu’apparente. Nous voulons montrer (°)
que, comme dans bien d’autres cas, on peut de nouveau tout rendre rigoureux,
en généralisant les mathématiques utilisées. Celles de Khinchin, en effet (bien
qu’il utilise, selon la tradition, le terme « statistique » ) sont purement probabi-
listes, c’est-a-dire appropriés a la déduction de propriétés macroscopiques, a
partir d’hypothéses statistiques microscopiques. Mais pour passer du micro-
canonique au canonique, et, en particulier, définir une température pour un
systéme tsolé, il faut d’autres mathématiques. Celles de la théorie (proprement
statistique, elle) de Uestimation des paramétres (*) se sont révélées eétre
tout particulierement appropriées a I’étude des fondements de la thermo-
statistique.

Les précisions apportées aux bases de la théorie ne changent rien, bien
entendu, aux prévisions relatives aux grands systémes, mais elles peuvent avoir
des conséquences pratiques pour les petits systémes.

2. Commengons, dans cette Note, par ramener la forme gibbsienne de la
distribution canonique de la probabilité de I'énergie [ p(u/B) = a(u)y"' () e P,
ou 3=1/kT] a un axiome statistique. Nous partirons de la réciproque, due a
Szilard, (*) puis a Darmois (*), Koopman (") et Pitman (*), d’un théo-
réeme classique et banal de la thermo-statistique mécanique :



(2)

Tukorime. — Soient deux systémes en contact, isolés d’un contact commun
antérieur avec un méme thermostat. La distribution p'(u,) des diverses valeurs u,,
possibles pour U'énergie U, de U'un des systémes, est indépendante de la tempéra-
ture du thermostat initial, ct uniquement conditionnée par l'énergie totale u.

En effet v(3)=v,(3)v.([3), d’ou il résulte que
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3. La méthode habituelle, pour introduire la forme gibbsienne, passe par
cette formule pour p’(u,), démontrée a partir des hypothéses microcanoniques :
(a), que le systéme a s(u) « états » différents d’énergie u; que toutes les
configurations du systéme sont équiprobables, ce qui résulte de (b) I'ergo-
dicité (théoréme ou hypothése) (moyennant une introduction de I'aléatoire,
ce qui, au fond, est injustifié dans une théorie dynamique). En effet, si le
systéme d’énergie u, est trés petit par rapport a I'autre, la formule pour p’(u,)

devient :
dlogo(u)
du

p(w) =a, ()7 (B) e, avee F=.

distribution gibbsienne, avec un §’ différent du {3 initial.

4. L. Szilard (*)[ et, moins complétement, G. N. Lewis (*)]a donné de cette
méthode une variante trés importante et injustement négligée, qui comporte la
réciproque du théoréme ci-dessus. Le but est de rendre les bases de la thermo-
statistique phénoménologiques, I'ergodicité étant trop éloignée de 'obser-
vation, parce que relative 4 « états des » par définition inobservables. Szilard
pose : (a') 'axiome que I’énergie d’un systéme canonique est intrinséquement
aléatoire [(cf. théorie quantique (*°)], et (4") (conclusion du théoréme du
paragraphe 2, postulée seulement au bout d’un temps assez long), I'axiome
que la « nature » de I'équilibre thermique est telle, que toute propriété,
observée longtemps aprés I'isolement du systéme, estindépendante de la maniére
dont il a été préparé (exemple : contact avec un thermostat, ou réunion de
deux parties, d’abord en contact avec des thermostats différents); en parti-
culier, p’(u,) ne peut étre conditionné que par u. Szilard démontre alors :

THEOREME RECIPROQUE. — La distribution gibbsienne estla seule a satisfaire a (b').

5. Bien que plus directs que () et (b), les postulats (a’) et (b") ne sont pas
relatifs & des limitations imposées a un physicien mascroscopique, donc ne sont
pas encore « phénoménologiques », au méme titre que les lois de Carnot,
Clausius, etc. Ils peuvent toutefois le devenir au moyen d’une traduction
immeédiate (mais nullement évidente, semble-t-il).

En effet, le critére (b') de Szilard, que p'(u,) ne doit étre conditionné que par u,
constitue exactement la définition la plus générale de I’exhaustivité de la mesure
de u, en tant que point de départ pour Uestimation de (3. [« sufficiency of u as a
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statistic », dans la terminologie des références (*)]. Le concept d’exhaustivité est
donc relatif a la « mesure indirecte » du 3 d’un thermostat Th., effectuée en
examinant, en «échantillon », un systéme quia été en contactavec Th. L’exhaus-
tivité traduit le caractére macroscopique de la température 1/3 : il est superflu,
pour estimer 3, de mesurer séparément les énergies de parties du systéme-
échantillon, ni de connaitre la répartition empirique de I’énergie entre ces
parties. Quel que soit (*) le critére de « bon », Iestimation basée sur le tout
est aussi bonne que celle basée sur les parties, et ceci bien qu’elle ne puisse
Jamais étre parfaite, parce que estimer un paramétre, c’est deviner sa valeur,
ce qu’on peut faire de fagon «raisonnable» (*), mais jamais de fagon logi-
(quement nécessaire.

La distribution gibbsienne, et par conséquent (clussiquement) la deuxiéme loi de
la thermodynamique, résultent done du seul axiome d'exhaustivité, ce qui fonde
stmultanément la thermodynamique non statistique et la théorie des fluctuations
[axiome tout  fait extérieur aux phénoménes physiques internes de la struc-
ture de la matiére, et faisant partie de la théorie de I'observation (*), (**)].

(") Séance du 26 novembre 1936.

(') Principes élémentaires de mécanique stutistique, trad. franc. Paris, Hermann, 1926.
(?) Mécanique statistique, trad. anglaise. New-York, Dover, 1949.
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