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CALCUL DES PROBABILITES ET STATISTIQUE DES POLYMERES. — Colliers
aléatoires et une alternative aux promenades au hasard sans boucle : les cordonnets discrets
et fractals. Note (*) de Benoit Mandelbrot, présentée par M. Szolem Mandelbroit.

Les cordonnets que cette Note introduit sont des variantes des promenades au hasard sans boucle, qui
servent de modéle des polyméres. Ces variantes sont bien plus faciles a &tudier mathématiquement et par
ordinateur. Les cordonnets discrets sont des polygones aléatoires sur un réseau régulier. On peut les
interpoler par des courbes fractales dites cordonnets fractals, dont la dimension fractale D peut étre rendue
trés proche de la « dimension effective » des promenades sans boucle familiéres.

The discrete and fractal stringers, a new class of random curves introduced in this Note, are variants of the
Jamiliar self avoiding random walks one uses to model the shape of polymer molecules. These variants are
easier to study mathematically and to simulate, but might be just as satisfactory as models. Discrete stringers
are random polygons drawn on uniform lattices. By displacing each of their vertices independently of the
other, one makes it possible to interpolate them by random fractal curves to be called fractal stringers.  These
curves’ fractal dimension can be made numerically close to the known “effective dimension™ of the familiar self
avoiding random walks.

1. Les promenades au hasard sans boucle suivent les branches d’un réseau avec des
probabilités égales de se diriger vers tout nceud voisin non encore visité. Elles sont utiles
comme modeles de la structure de polyméres dilués, mais elles sont mathématiquement
intractables et pénibles a simuler sur ordinateur. La présente Note en propose des variantes,
qui sont tractables, paraissent dignes d’étre considérées comme modéles, et posent des
problémes mathématiques intéressants. Elles conservent en la précisant la propriété familiére
que voici : aprés n pas, une promenade au hasard sans boucle s’¢loigne d’une distance dont
Pécart quadratique moyen est Qn'®, ou Q et D sont des constantes, Q>0 et D> 1.
Empiriquement : dans le plan, D~4/3, en 3 dimensions, D~5/3 (). D joue le réle d’une
« dimension effective », qui est délicate & préciser, mais [(2), p. 103-104, et (*), p- 109] parait
analogue a la dimension fractale. Il semble donc que la promenade familiére réduite dans le
rapport n~ P tend en loi vers une limite, mais cette assertion — qui ferait dire que la
promenade est asymptotiquement scalante — ne parait pas prés d’étre démontrée. Sa
contrepartie dans le cas des cordonnets, par contre, sera évidente par construction, et D sera
une dimension fractale.

Pour construire un cordonnet, on part d’un espace tesselé au moyen de paves réguliers,
dont chacun est lui-méme pavable, a infini.

2. COLLIERS PLANS DE TRIANGLES COUPES EN 4. — Ici la tesselation comporte un triangle
¢quilatéral T, de coté unité, interpolé par 4* triangles équilatéraux de coté rik)=2"% dits
perles d’ordre k, et extrapolé.

Interpolation et le cordonnet fractal. — Etape 0. On choisit au hasard sur deux cotés de T,
une entrée E, et une sortie S, et 'on trace le segment E, S,. Etape 1. Si E, S, coupe T( (le
triangle central d’ordre 1) en E¥ et S¥, deux points aléatoires E, et S, sont choisis sur les
mémes cdtés que Ef et St de ce T, et on remplace E, S, par la ligne brisée E, E, S, S,.
L’¢tape 1 se termine donc par un polygone (Eo S, ou EqE; S, Sy) de N(1) cotés. Etapes
suivantes. On procéde de méme, de fagon répétée, avec chaque c6té du polygone obtenu a
Iétape précédente. Donc I'étape k crée un « collier » aléatoire de N (k) perles de coté

r(k)=27*, dont chacune englobe un c6té¢ du polygone. Quand k — oo, I'aire du collier
decroit; étant bornée par (3/4), elle tend vers 0; donc le collier tend vers un ensemble de
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mesure plane nulle, qui sera dit cordonnet fractal. Topologiquement, la limite est une
courbe A, mais c’est bien entendu une courbe fractale, au sens développé dans mes

livres [(%), (*)].
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Un cordonnet discret arrété aprés 4 étapes, posé sur une grille de triangles coupés en 4, s’obtient en choisissant 4
volonté deux points de ce réseau, placés sur des cotés differents du triangle circonscrit, et en les joignant a travers le
réseau. [Dans (*), 'ensemble de la figure que voici était interprété comme réseau fluvial].

Quand toutes lés variables aléatoires ci-dessus sont indépendantes et uniformes, on a
N(1)=1 ou 3 avecles probabilités 1/4 et 3/4, d’ou E [N (1)]=2,5. On conjecture que N (k) se
comporte comme dans le processus classique de naissances — dont nous avons icl une
variante a base géométrique. A savoir : E(N (k)) =(E (N (1)))*=(2,5)*;(2,5) ¥ N (k) a une limite
en distribution; lim log N (k)/log(1/r (k)) égale presque sirement D=log 2,5/log2=1,3219,

k=0
et la limite s’atteint rapidement. De plus, D est la dimension fractale (de Hausdorff
Besicovitch) de A. Pour des théorémes dans ces sens, [voir (°)].

Autre conjecture. — En reégle générale [(®). p. 302, n° 5] prendre une intersection
d’ensembles ajoute leurs codimensions. Les points doubles sont 'intersection d’un ensemble
avec lui-méme. D’ou la conjecture que le cordonnet fractal ci-dessus a des points doubles (de
contact) de dimension 2—2(2—D)=2D—-2=0,6938.

Cordonnets discrets et extrapolation. — La courbe A est nécessaire pour utiliser la théorie
des fractales, mais on reste plus prés de la promenade au hasard sans boucle si I'on s’arréte
apres k étapes. Le polygone qui joint les centres des segments de contact entre perles
d’ordre k successives sera dit cordonnet discret fini. L’extrapolation, elle, conduit a un
polygone non borné qui reste sur un réseau triangulaire régulier, et croit aux deux bouts.
Etape 0.E, et S, sont chacun placés au centre d’un c6té de T,,. Etape 1.Onenglobe T, dans
un triangle T_, de coté 2, comme suit. Premier cas. Avec la probabilité 1/4, la frontiére de
T_, contient E, et S,, donc T, est un sous-triangle périphérique de T_ . Les randonneurs
partant de E, etS, ne bougent pas, mais leurs ¢bats futurs sont exclus de
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I'ensemble T _, —T,. Deuxiéme cas. Avec la probabilité 3/4, T, est le sous-triangle central
de T_,; on dénote alors par T§ et Ty’ les sous-triangles périphériques de T_, qui
contiennent S, et E,; on choisit au hasard un coté extérieur sur TS et T, en excluant qu’ils
soient sur le méme coté de T_, (il y a 3 arrangements, équiprobables) et ’on place E_,
et S_; aux centres de ces cotés. On obtient ainsi une ligne brisée E_, E,S,S_, aux cotés
¢gaux a 1/2. Etape 2. On immerge T_, dans un triangle T _, de coté ¢gala 4.Si T_, est un
triangle centralde T _,, on place E_, et S_, sur des cotés choisis au hasard, 4 la distance 1/4
de I'une ou l'autre extrémité. Ceci donne un polygone E_,E_, E,S,S_,S_,. Lorsque la
longueur d’un c6té extréme dépasse 1/2, on le remplace par trois segments de longueur 1/2 :
on suit la méme méthode que pour I’interpolation, mais les nouveaux nceuds que 1’on place
sur des cotés de triangles de coté 1 doivent étre aux centres de ces cotés. Les angles entre pas
successifs égaux sont 0, /3 ou —n/3. '

Interpolation aprés extrapolation. — Un cordonnet discret devient interpolable si I’on
deplace chaque neeud indépendemment des autres, jusqu’a un point uniformément réparti sur
le coté dont c’était le centre. Réciproquement, on peut considérer le cordonnet discret comme
une courbe fractale (de dimension 1,321 9) que I'on aurait discrétisée.

3. Discussion. — SilesnceudsE_, et S _ x Obtenus par extrapolation sont distants de n pas,
Pécartde |E_,S_, \ n~ 1P avec D=1,3219 tend vers une limite. Cette valeur théorique de D
est a peine inférieure au 4/3 empirique que I'on connait aux promenades au hasard familiéres.
Le paragraphe 4 montre qu’en utilisant des réseaux plans différents on peut modifier D, et le
rendre encore plus proche de 4/3. Le processus traditionnel n’étant important que comme
modele simplifi¢ des polyméres, y a-t-il avantage a le remplacer par mes cordonnets? Le
changement dans la valeur de D parait insignifiant et nous verrons que les D d’autres
cordonnets s’approchent encore plus de 4/3. Il semblerait que le réel exige toute une gamme
de D's, et il y en a peu qu’on ne puisse approximer par des cordonnets. Par ailleurs, les
modeles en concurrence prédisent un comportement différent pour la distance minimale m
entre deux nceuds distants de M cotés : dans la promenade traditionnelle, m est indépendant
de M, tandis qu’ici m tend & augmenter avec M. Le polymére dilué étant soumis aux chocs
moléculaires, cette derniére hypothése parait préférable.

4. AUTRES CORDONNETS PLANS A BASE DE TRIANGLES. — Pour toute autre tesselation, il arrive
qu’on puisse réunir E, et S, de % fagons distinctes au moyen de perles. Ce A (E,, S,) dépend
de Eg et Sy, et il peut dépasser 1. Dans ce cas, la construction se complique et s’enrichit. On
peut rendre le collier aussi court ou aussi long que possible, ou encore le choisir entre ces cas
limites.

Triangles équilatéraux coupés en 9 et séparés au hasard. — Dans ce cas, A=1 ou 2, les
colliers courts donnent D=log(35/9)/log3=12362, et les colliers longs donnent
D =log(46/9)/log 3=1,4849. Enfin il y a une tierce solution, et je la préconise car elle conduit
a une valeur désirable de D : elle consiste & choisir au hasard entre les colliers courts et longs.
Pour leur donner des probabilités, j’introduis a chaque étape une « séparation » infiniment
fine mais infranchissable, choisie au hasard parmi les 6 cotés de sous-triangle qui rayonnent
du centre du triangle ol on interpole. On trouve ainsi D =log(13/3)/1og 3=1,334 70. Encore
plus prés de D~4/3 !

Triangles coupés en h*>9 parties (h entier). — Ce cas exige une séparation complexe et
arbitraire; elle influe sur la valeur de D, et I'on peut donc varier celle-ci dans une certaine

mesure sans changer h. La limite & — oo présente un intérét mathématique.
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Remarque. — J’ai observé dans d’autres contextes que la conception de courbes fractales
sans point double non aléatoires devient pénible quand D et dépasse D ~4/3. Donc un lien
parait exister entre cette valeur et I’absence de boucle.

5. CORDONNETS PLANS A BASE DE FRACTALES. — Il y a une multitude de tesselations fractales,
aux paves construits sur le méme principe que le flocon de neige de von Koch; ici, la frontiere
a une dimension fractale > 1, la neige de Koch ayant D =log4/log3=1,2618. J’ai examiné
plusieurs exemples de tels cordonnets. La dimension peut étre nettement distincte du 4/3
empirique, par exemple égale a 1,2618,

6. CORDONNETS DE CARRES ET DE CUBES. — Carrés coupés en 4 et séparés au hasard. Ici
encore, on élimine au mieux ’ambiguité en séparant au hasard le long d’un des 4 cotés de
sous-carré qui rayonnent du centre. L’argument se complique d’ailleurs, et ’'on trouve un
D inférieur a D=1,3219. Cubes coupés en 8 et séparés au hasard. Ayant coupé un cube en §,
la séparation comporte 5 carrés de coté 1/2, et il faut en randoniser la position parmi
12 possibilités. La forme de la séparation peut étre choisie arbitrairement — éventuellement
au hasard avec des probabilités arbitraires — parmi toutes les séparations, et I'on trouve
que D dépend de la méthode choisie. Donc le modéle incorpore toute une gamme de
possibilités. Celles que j’ai énumérées donnent des dimensions supérieures a 1,7 et méme
a 1,8, donc (contrairement au plan) nettement supérieures au D effectif empirique des
promenades sans boucle.
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