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MECANIQUE DES FLUIDES. — Géométrie fractale de la turbulence. Dimension
de Hausdorff, dispersion et nature des singularités du mouvement des fluides. Note (*)
de M. Benoit Mandelbrot, présentée par M. Jean Leray.

On conjecture que la dispersion turbulente dans un récipient fermé conduit & des surfaces de
dimension fractale (Hausdorff) dépassant 2. Les diverses singularités et presque-singularités du
mouvement sont portées par une hiérarchie d’ensembles dont les dimensions sont des fractions.
Les presque-singularités sont des singularités des équations d’Euler, adoucies par la viscosité.

1. J’ai montré récemment (') que des ensembles « fractals », dont les principaux ont
une dimension de Hausdorff fractionnaire, interviennent dans de nombreuses branches
de la science, en particulier dans 1’étude de la turbulence. Par exemple, dans I’approxima-
tion gaussienne d’un fluide homogéne, admettant les spectres de Kolmogorov et de Burgers,
on démontre (?) que les iso-surfaces des scalaires passifs ont les dimensions 3-1/3 et 3-1/2.

La présente Note se propose, en partant de considérations intuitives et de mesures
expérimentales, d’énoncer deux sortes de conjectures relatives a des aspects plus fonda-
mentaux mais moins développés de la théorie de la turbulence. La premiére est relative
a la géométrie de la dispersion. Ensuite, généralisant sur certains modéles particuliers
de D’intermittence, décrits dans (*), je conjecturerai que chacun des aspects multiformes
de la notion de « turbulence » correspond a une singularité, ou une « presque-singularité »
des équations du mouvement, dont on peut dire qu’elle est portée par un ensemble
spatio-temporel dont la dimension est en général une fraction.

Dans la Note qui suit, Vladimir Scheffer montre comment il a pu évaluer deux de
ces dimensions a partir des équations de Navier-Stokes.

2. DisPERSION. — Il est largement admis que la turbulence, si elle agit sur une ligne
matérielle, a pour effet de I’allonger en fonction exponentielle du temps. Par ailleurs,
le rayon de la plus petite sphére contenant une telle ligne n’augmente que lentement,
et méme, dans le cas des récipients fermés, il reste borné. Donc la ligne doit nécessaire-
ment se recroqueviller de plus en plus sur elle-méme. Il en serait de méme des surfaces.
Pensons d’abord a 1’effet, dans un récipient fermé, d’un tourbillon richardsonien, qui
dégringolerait en cascade (de fagon homothétique) vers des fréquences de plus en plus
grandes, avant que de se dissiper. Dans une zone critique d’intensité du tourbillon,
on constate qu’une tache réguliére de contaminant passif se transforme en une sorte
de pieuvre, dont chaque bras se subdivise en branches, puis (de fagon répétée) en sous-
branches, jusqu’a 1’échelle de dissipation. Sur les diagrammes des expérimentateurs (*),
les premiéres étapes de la construction, due a Paeno, d’une courbe remplissant tout le
plan (section d’une surface remplissant I’espace). En I’absence de viscosité et de diffusion
moléculaire, qui ont un caractére régularisant, le processus en question aurait impliqué
que le contaminant et le contaminé se mélangeant asymptotiquement de fagon uniforme,
la surface séparante tendant vers une surface fractale de dimension égale a 3.

Je conjecture que cette image est effectivement applicable si le tourbillon initial est trés
intense. Par contre, s’il est faible, le mélange ne saurait étre parfait; je conjecture que
la frontiére résulte d’une admixion de tourbillons ayant le spectre de Kolmogorov [comme
les isosurfaces (?)] d’ol une dimension fractale égale a 3-1/3. Ce dernier résultat tiendrait
aussi dans le cas d’un récipient infini. Aucune conjecture n’a encore pu étre formulée quant
a la transition de D = 3-1/3 a D = 3 lorsqu’on augmente la force du tourbillon initial,
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3. SINGULARITES ET PRESQUE-SINGULARITES. — S’inspirant d’Oseen, J. Leray () avait
dégagé un aspect en quelque sorte irréductible de la turbulence, a savoir l’existence
de singularités des solutions des équations de Navier-Stokes, points de R>x R™, ou la
dissipation locale serait infinie. Un autre aspect, distinct du point de vue historique
et (nul doute) aussi logique, conduit & la turbulence homogéne de G. L. Taylor, laquelle
implique au contraire que la dissipation est répartie de fagon statistiquement uniforme.
Cependant, la dissipation réelle a un caractére «intermittent», noté par Batchelor
et Townsend, puis examiné en 1962 par Kolmogorov et Oboukhov. Définissons-le par
référence a des coupes linéaires de 1’écoulement, qui sont spatio-temporelles mais
auxquelles on pense comme étant spatiales, disons des coupes par I’axe des X. Les
chroniques de la vitesse u (x) oscillent sans exces de part et d’autre de la moyenne,
mais les chroniques de mesures approchées de (du/dx)*, que 1’on considére comme une
approximation de la dissipation, présentent a intervalles irréguliers des valeurs de loin
supérieures a la norme, bien que finies (ne serait-ce qu’a cause de [’adoucissement
consécutif a la mesure).

Ayant analysé divers modéles stochastiques ad-hoc de ce phénoméne (°), j’ai conjecturé
[comme il a été aussitdt prouvé par J. Peyriére (°)] qu’ils prédisent que la dissipation
se concentre sur un ensemble aléatoire, variante, soit de celui de Cantor, soit de ceux
qu’on peut dire de Besicovitch, dont un exemple est donné par I’ensemble des points
dont le développement décimal contient les entiers de 0 & 9 avec des fréquences positives
et non toutes égales. Plus précisément, ’ensemble en question est une approximation
finie d’un ensemble fractal, adoucie par la viscosité. Bien que la dimension soit un
concept asymptotique, elle permet également de saisir le degré d’irrégularité dans la
zone d’homothétie interne qui est présente dans ces modeles. Cependant, la troncature
signifie qu’il ne s’agit pas ici de vraies singularités mais seulement (disons) de presque-
singularités. D’autres données empiriques font soupgonner, sans 1’établir, que les dérivées
supérieures de # ont un autre ensemble, plus mince, d’intermittence.

Extrapolant a partir des modéles de (*), je suis conduit & considérer que linter-
mittence et le réle concomitant des ensembles fractals constituent la caractéristique la
plus distinctive de la turbulence et doivent étre placés au centre de son étude. Plus
précisément, on a les deux groupes de conjectures que voici.

La turbulence dans un fluide résulte de linteraction d’une gamme de phénoménes divers,
dont chacun est concentré, soit sur un ensemble de dimension de Hausdorff inférieure a 3
(dans 'espace) et @ 4 (dans I'espace-temps); soit sur une forme tronquée d’un tel ensemble.

Le plus apparent de ces phénoménes est lié a la présence de presque-singularités, qui
sont des singularités, adoucies par la viscosité, de solutions des équations d’Euler.

(*) Séance du 23 juin 1975.
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