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CALCUL DES PROBABILITES. — Multiplications aléatoires itérées et distributions
invariantes par moyenne pondérée aléatoire : quelques extensions. Note (*) de M. Benoit
Mandelbrot, présentée par M. Szolem Mandelbroijt.

Ce travail est la continuation directe d’une Note précédente ().

15. UNE LOI FAIBLE. — Soit F (0) = 0 et EW = 1. Pour tout & > 0, il existe n,(g) > |
tel que pour tout entier n > ngy (¢), on peut écrire X, (¢) = Y, (1)+Z, (¢), de telle fagon
que Y, () est trés petit, a savoir EY, (1) < ¢, tandis que Z, (¢ ) varie seulement sur une
petite proportion des intervalles de la forme k C™" < ¢ < (k+1) C™", 4 savoir un nombre
dont I’espérance est plus petite que (1 —g) C" (P*#),

Preuve. — Elle sera donnée au paragraphe 19.

16. COROLLAIRE. — Soit F(0) =0, EW =1 et D < 0. Adlors, X_(t) =0 p. s.,
et I’équation du paragraphe 4, avec A = 1, n’a aucune solution non dégénérée, qui soit engen-
drable par la méthode du paragraphe 1.

Preuve. — Si D < 0, alors, pour n sufisamment grand, (1—g¢)"! C"®*2 < \/ €.
Par suite Pr {Z, (1) >0} < \/a. Par ailleurs, Pr{Y,(l) = \/;} < ./ & 1l s’ensuit
que lim Pr{X,(l)>./¢} =0.

17. ConsecTure. — Soit F(0) =0, EW =1 et D < 0. Alors, I’équation du para-
graphe 4, avec A = 1, a pour seule solution X = 0.

18. UNE LOI FORTE CONJECTURALE. — Soit F(0), EW =1 et D > 0.

(a) Dans un sens qui reste a préciser, le domaine de variation de X_ (7 ) est caractérisé

h— o a

b .
par lim n"! N (a, b, t,n) = f w dF (w), ou I'on définit N (q, b, t, 1) comme le nombre

de valeurs de W, satisfaisant ¢ £ W < b, que I’on rencontre dans la suite W (i;), W (iy, i,),
W (il, iz’ LB in).

(b) La dimension de Hausdorff du dit domaine de variation est p. s. égale a D.

Remarque. — Dans le cas ol le domaine de W comporte C valeurs distinctes w;, de
probabilités C~ !, la clause (a) ci-dessus ressemble 4 la loi forte classique pour les probabilités
m; = w;/C, et la dimension dans la clause (b) devient — =, log. n j» formellement identique
a la dimension relative & la mesure de Besicovitch (?).

19. DEMONSTRATION DE LA LOI FAIBLE 15. — L’idée sous-jacente s’exprime facilement
dans le cas fini ot Pr {W = w;} =p;,avecy p; =1 et EW = 1,donc ¥ n; = I, avec
n; = p; w;. Désignant par nf; le nombre de fois que w; intervient dans le produit défi-
nissant X (z), on a X (¢) = [] w}’J. L’hypothése EX/ (t) = (EW)" = 1 donne

YT Hw P =1.

Interprétant les n; comme des probabilités, cette derniére égalité est simplement le
développement de (3, m;)" = 1. Soit € > 0. On sait bien (?) (le fait sert 3 démontrer la
loi faible des grands nombres) qu’il existe un n, (€) tel que pour n > n, (¢), les termes
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du dit développement peuvent se classer comme suit : dans une premiére classe,

—n.| <n Y2 /x,(I—n,) tient pour tout i, tandis que la somme des termes de la
T J J q
deuxiéme classe est < €.

A fortiori, on a dans la premiére classe
|Z(fj—rcj)logcnj| <Y(f;-— rcj)]logcnj| < n_”ZZ|logan|\/1rj(1—-nj),

quantité qui, pour n assez grand, est < ¢. Par suite, les X (¢) de la deuxiéme classe sont
tous compris entre C*®79 et C"M*), ou

H =) n;logcw; = EWlogc W

On s’assure facilement que H > 0. La Pr de chacun de ces X/ (¢) est comprise entre
{i—5 0P gt {=1) C~-"H-9 Fipalement, notant que ]0, 1] se divise en C" inter-
valles égaux sur lesquels X (¢) est constant, le nombre de tels intervalles ou X; (¢) est
de la deuxiéme classe est au plus

(1 —8) Cn(l—H+s) s (l __8) Cn(D+c)

Le cas ol W n’est pas fini se traite a travers des approximations finies. Dans le cas ou
log W est gaussien, la vérification directe est aisée.

20. Le cAs EW = 0. CHOIX DES A, POUR ASSURER LA CONVERGENCE EN DISTRIBUTION. —
Seuls des résultats formels sont disponibles. Si EW? < oo, on peut s’assurer que A, = 1
en normalisant W de fagon que EW? = C. Soit

o = max {1, sup[h : EW' <C"7 ']},

o1 h est en entier pair > 2.Sia’ = o, c’est-a-dire |W| < C,ona0 < lim EX" (1) < o
n-—*

pour A entier pair, et lim EX" () = 0 pour & entier impair. On peut conjecturer que

n— w
X, —» X, avec EX (1) > EX!, (1), et que X, est symétrique. Si o' < oo, le moment
d’ordre h < o tend, selon la parité, vers une limite > 0 et < oo ou vers zéro; les
moments pairs d’ordre i > o tendent vers I’infini; les moments impairs d’ordre i > o
peuvent, soit tendre vers Iinfini soit osciller sans cesse en s’éloignant de zéro, ce qui
souléve des problémes. Dans le premier cas, on peut conjecturer que X, — X, comme
ci-dessus.

21. Les cas F(0) =0, B < 1 (v compris EW = 1 avec D < 0 eT EW = o0). CHOIX
DES A, POUR ASSURER LA CONVERGENCE EN DISTRIBUTION. — Un argument en partie conjec-
tural va montrer que des A, existent, tels que Y, (t) = X (¢)/A, converge en distribution
vers une limite non triviale dont les moments sont finis si # < B, infinis si & > B (voir
définition de B dans le paragraphe 10). Rappelons que

]

X, ()= X,(kC™C™

0

Premiére conjecture. — Considérons Pr { max X}, (k C™") C™" > y }. Avec la construc-
tion du paragraphe 1, cette Pr sera désignée par G, (»); si la construction est modifiée
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pour que les X, (k C™") gardent la méme distribution tout en devenant indépendants,
cette Pr sera désignée par G! (). Conjecture : quel que soit W, ona

lim lim [G, WMIGy(»] = 1.

Y+ n—ow
Deuxiéme conjecture. — Si B < I, on a

lim lim [Pr{X, (1) > y}/G¥ (»)] = 1.
Y=o n-oo
Pour évaluer G (y), commengons par le cas ol log W est gaussien, de variance p log C
et d’espérance —27! i log C, afin que EW = 1. Alors [X) (k C™™) C™"] est gaussien de
variance 7 plog C et d’espérance — [(1/2)41] n log C. Déterminons A, de fagon que
Pr { max X! (k C™") C™"/A, > y } soit non dégénérée. Une simple manipulation montre
qu’il faut log A, = n [I+(p/2)—\/Tp] log C+des termes d’ordre inférieur, et que la
probabilité en question tend, sur un domaine de valeurs de y qui lui-méme tend vers [1, o],
vers ~ y=P/log y, ou p = \/Z/p est le B du paragraphe 10.
L’extension au cas de log W non gaussien passe par I’inégalité de Chernoff (%), laquelle
exige E (log W) < 00; EW = oo est admissible. Posant —log A, = TnlogC, et négligeant
quelques complications qui n’affectent pas le présent raisonnement, on obtient

Pr{log[X,’,(kC—")C_"] = —TnlogC} ~ exp[ —nQ(T)]
avec
—Q(T) = inf{TIogCh+IogE(W/C)"} = —logC+log Cinf[o (h)+hT].

On verra qu’il est bon de choisir T de fagon que exp [—#n Q (B] =C™, doi
inf [ (h)+h T] = 0,

ce qui n’est concevable que si ¢ (0+) > 0, en d’autres termes si Pr (W >0) > 1/C.
Alors —A T sera I’équation de la seule droite ;passant par lorigine qui intersect ¢ (k)
en un seul point.

Pour déduire Pr { X, (D/A, > » }, remplagons ci-dessus T nlog C par T nlog C+log y.
De plus, il faut multiplier la probabilité ci-dessus par C*. Donc

Pr{X,(1)/A, > v}~ Clxp{ —nQ(T+logy/nlogC)}

~ Clexp { —nQ(T)~(log y/log C) Q' (T)},
et par conséquent

Pr{Y, (1) >y} = y=@@nocy

Iei L (y) est un terme variant lentement et donc sans importance. Quant a I'exposant,
c’est (d/dt)inf [ (h)+h T], donc encore le B, défini comme D’abscisse du « point de

tangence » défini ci-dessus; le B = \/ éﬁ rencontré pour log W gaussien en est un cas
particulier.

22. COMPORTEMENT DE A,. — Nous voyons que si EW — l,donco(I)=1,onaT >0
donc A, - 0. Par contre, si EW = oo, on peut avoir soit A, — 0 soit A, = 00. Dans le
premier cas, X, — 0 p. s., dans le deuxiéme cas, X, — oo p. s. Ce qui arrive pour T = 0
est douteux : il se peut qu’il suffise — au moins pour certains W — de prendre A, = T, log C
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sans terme correcteur; dans ce cas, on aurait la convergence en probabilité X /A" — X
(non dégénéré), c’est-a-dire, en remplacant W par W/A, X, - X,. La question reste
ouverte.

23. PoIDS HYPERBOLIQUES. — Soit F (0) =0et Pr{W > w} = w™" L (w), ou L (w)
varie lentement pour w — c0. Si y > 1, on peut avoir soit « > 1, avec o0 < v, soit f < 1,
avec p < 1. Si y < 1, on doit avoir B < 1 avec B < y. Qu’ainsi X, soit au moins aussi
« irrégulier » que W était prévisible. Il était inattendu que W, puisse €tre strictement
plus irrégulier, ou que X puisse étre irrégulier quand W est régulier. Un exemple ou X,
et W sont exactement aussi irréguliers (o = y) s’obtient si L (w) (log w)* tend trés rapi-
dement vers une limite suffisamment petite.

24. CONJECTURE SUR LE CAS oU F (0) = 0 Ma1s ¢ (0+) > 0. — Le comportement de X,
dans ce cas reste dehors des théorémes et conjectures ci-dessus. Un exemple est celui ou X,
est régi par le processus de naissance et mort; voir paragraphe 2. On sait que lorsque
p < 1/C, X, (1)/p" - 0 p. s. et qu’il n’existe pas de A, tels que Y, - Y, Y, non dégenére.
11 est conjecturé que la conclusion subsiste dans tous les cas oit F (0) = O et ¢ (0+) < 0.

25. REMARQUE GEOMETRIQUE. — Les caractéristiques de Y, étudiées a ce jour dépen-
dent toutes de la géométrie du graphe de ¢ (h). Si D > 0, les moments de X (¢) et la
dimension de son support sont régis par des aspects différents de ¢ (k) ou de W. De
méme pour la covariance de X (¢), dont on peut démontrer qu’elle régie par ¢ (2).

(*) Séance du 19 novembre 1973.

(1) B. ManDELBROT, Comptes rendus, 278, série A, 1974, p. 289.

(?) Voir, par exemple, P. BILLINGSLEY, Ergodic theory and information, New York, Wiley, 1965.
(*) H. CHERNOFF, Annals of Mathematical Statistics, vol. 23, 1952, p. 493-507.
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