CALCUL DES PROBABILITES ET LCONOMIQUE. — Variables et processus
stochastiques de Pareto-Lévy, et la répartition des revenus. Note (*) de
M. Bexorr Maxpeisror, transmise par M. Joseph Kampé de Fériet,

1. Les variaBres pe Parero-Lvy. -~ Nous avons (') proposé¢ de
représenter la répartition des revenus (ou de certaines catégories de revenus)
par une lot de probabilité stable de Paul Léyy, totalement asymélrique, el de
valeur moyenne finte, c’est-a-dire d’indice o tel que 1 <Ca<C2. Dans
le contexte de ce probléme, cette loi sera désignée comme « lor de Pareto-
Lévy » (PL).

2. FORME DE LA DENSITE DE PROBABILITE DE Parero-Litvy. — La
densité p(u) de cette loi est définie par la formule [voir ()]
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Au voisinage de la valeur moyenne (M) la forme de p (u) doit étre obtenue
par calcul numérique; on trouve que p(u) a une assez forte asymétrie (et
ressemble a la distribution log-normale). Pour w-—>—w, p(u) décroit
tres rapidement. Pour u — », Lévy a démontré que
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Pour « pres de 3/2, on trouve que ce comportement commence déja a
s’appliquer pour des valeurs trés petites de w (en prenant Iorigine de w
telle que M = o). En d’autres termes, p(u) satisfait rapidement & une forme
faible de la loi des revenus de V. Pareto (d’ott notre terminologie.)

Ainsi, la distribution de PL parait une bonne premiére approximation
dans tout le domaine de variation de w. Toutefois, les cas ou le revenu
sutvrait une loi faible de Pareto, avec « > 2, exigent une autre théorie.

3. MorivarioNs pu cuoix pE ra ror pE PL. — Les lois stables sont
telles que, s1 X' =a'U + b et X" = a"U + 5", la somme @K.X" 4 X"
est aussi de la forme aU + b (ou @ et b sont des fonctions de o, a”, b’
et b”). Or, une des propriétés les plus surprenantes de la répartition des
revenus est précisément son « insensibilité », relativement a la définition
exacte du « revenu » : la méme lo1 parait s’appliquer au revenu tout entier,
ainsl qu’a ses diverses composantes, prises séparément. Prise a la lettre,
cette propriété n’est concevable que si les parties et le tout suivent une loi
stable. D’autres observations excluent la loi de Gauss (qui est stable), et
de plus exigent que E(U) << % et que p(—u) décroisse treés vite quand u— .

Deuxiéme motivation. — Les variables stables sont les seules limites
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possibles de sommes normées A(n)ZU,-—B(n),de nvariables U;indépen-
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dantes et identiques (2 P'échelle et lorigine pres). Ceci évoque les mul-
tiples tentatives pour expliquer la répartition des revenus, en postulant
que celui-ci « résulte » d'un grand nombre de « composantes » = on espere
pouvoir appliquer quelque théoreme limite des probabilités, pour pouvoir
conclure quant a la forme de la « résultante », sans savoir beaucoup des
« composantes ». Toutefois, la seule limite de sommes a laquelle on songe
en général estla loi de Gauss; comme celle-ci est tres mauvaise pour repré-
senter le revenu U, on a cherché a I'utiliser pour représenter log U (c’est-
a-dire qu’on suppose que les « composantes » en question sont multiplica-
tives); malheurcusement, la loi « log-normale » est tres mauvaise pour u
grand (ou unégatif ). Nous venons de faire remarquer que les lois stables non
gaussiennes permettent de préserver argument d’additivité, sans changer
Péchelle des revenus. D’autres observations exigent encore que E(U) <=
et que p(—u) décroisse trés vite pour u-> %.

4 Proprifrhs pe A vor pe PL. —— Lévy a montreé combien les lois
stables non gaussiennes difféerent de la loi de Gauss; on peut voir que ces
propriétés sont parfaitement adaptées a la réalité économique. Citons le
fait que si U est la somme de N variables de PL, U, identiques en loi, il
est probable que la valeur u de U provient en partie substantielle du
plus grand des u;; sl u est tres grand, 1l différera peu du plus orand des u;.

De méme, si U= U+ U" (ou 7. U” et U sont stables, non gaus-
siennes) el si w est trés grand, il est tres probable que w’ ou u” est négli-
geable devant u (mals on ne sait pas a priort laquelle est négligeable).

5 Lis proCESSUS sTocHAsTIQUEs pE PL. — Le processus U(t) sera dit
de PL, si toute loi de distribution de U(¢,), Ults), -, U(t,) est une loi
stable & n dimensions, avee 1 <C 2 < 2, la distribution de U(t) étant une
loi de PL & une dimension. Pour cela, la fonction ®(S) de la page 214 de (*)
ne doit varier que dans Uhyperquadrant ou w; == 0, pour tout i. Si cette
fonction se réduit & un nombre fini J de sauts @, de directions Vj, le

vecteur U de coordonnées U(t) sera la somme de J vecteurs W;, ot W;
est porté par la direction V; et on la longueur de W, est donnée par une
variable de PL, indépendante des longueurs des autres W;, et ayant un
coeflicient ¢ égal a &

La motivation pour ces distributions stables a n dimensions peut étre
encore basée soit sur le critére d’invariance, soit sur le critere d’addition
de processus évoluant indépendamment les uns des autres.

6. Les surteEs nE PL MARKOVIENNES; CAS DES GRANDES VALEURS DE U.
_ Sj une suite de PL (processus a temps discret) est markovienne, elle est
déterminée par une seule variable bidimensionnelle | U(g), Ut 4 1) 1.

S’il 0’y a que deux directions V,, dont Punc est le Jong de T'axe des
U(t + 1), on obtient unc généralisation du mouvement brownien de
Ornstein-Uhlenbeck, déja considérée par J. L. Doob.

i les directions V; sont toutes distinctes des axes, on peut montrer
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que, dans la zone ol u(t) reste grand, log U(1) effectue une « promenade
au hasard », c’est-a-dire que Ut 4 1) 4" u(t) est une variable aléatoire
indépendante de u(. Si U(t) est un revenu annuel, ¢’est 1 une propriété
qui a été postulée par Champernowne, sous cette forme, dans son modeéle
de la loi de Pareto (%), Dans le présent modéle, ce comportement multi-
plicatif de U se déduit d’hypotheéses beaucoup moins fortes.

7. ComPOoRTEMENT DES surtks pE PL, MARKOVIENNES, POUR & VOISIN

pr M. — Connaissant w(t), on constraira U(t 4 1) de la facon suivante.
A
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On écrira u(t) comme u(t) =¥ u, (1), ou les variables U;(t) sont indépen-
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dantes [en dehors du fait que w(t) est fixé!], et sont des variables de PL de
coeflicients ¢ égaux respectivement a ®;(cos 0,)* [ou 0, est Pangle de V;
1

avee Naxe des Uft)]. On formera ensuite Ut + 1) comme Z (tg ;) u;(¢).
=

La division en w;(t) doit étre effectuée de nouveau chaque année. Cette

construction peut étre interprétée aisément en termes ¢conomiques.

8. SUITES FORMEES PAR LE PROCEDE DES MOYENNES MOBILES. - Une
autre catégorie importante de suites de PL s’obiient en formant, au
moyen d’une suite auxiliaire de variables R(z) indépendantes, I'expres-
ston U(t) = 2 K{T)R(t-T), onr le noyau K(T) est tel que U(t) converge.

T==b
La construction du § - reste valable, mais les u;(t -+ 1) dépendent forte-
ment des w,(1).

9. Concruston. — Les variables et les processus de PL sont de mani-
pulation aisée (quoiqu’ils paraissent trés « étranges » a Iintuition habituelle,
qui est conditionnée par les variables et processus gaussiens). Ils fournissent
done (au minimum) un premier stade commode d’une suite d’approximations
a une théorie réaliste de la répartition des revenus.

(*) Séance du 27 juillet 195q.

(') Cette suggestion a été présentée dans nos rapports d’activité au C.N.R.S., depuis 1955.
Voir aussi des remarques contenues dans notre article du recueil Information Theory,
Londres (Butterworth éd.), 1956 et dans notre article de la revue Psychologie Francaise.
4, 1958, p. 237. La premiere forme développée de notre théorie a paru dans deux rapports
roncotypés (janvier 1956 et novembre 1957) et a été présentée au printemps 1958 au Sémi-
naire de Recherche opérationnelle (M. G. Th. Guilbaud) a I’Institut Henri Poincaré. Pour
plus de détails, voir notre article a4 paraitre dans la Revue Internationale d’ Economique
(janvier 1960) et notre livre en préparation sur les Modéles macrostatistiques.

(*) P. Livy, Addition des variables aléatoires, Paris, 1937.

(") G. CHAMPERNOWNE, [Fconomic Journal, 63, 1953, p. 318,
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