CALCUL DES PROBABILITES ET ECONOMIQUE. — Variables el processus
stochastiques de Pareto-Lévy, et la répartition des revenus. Note de
M. Bexoit ManprLsror, présentée par M. Maurice Fréchet.

La Communication de M. Fréchet (') nous fournit une occasion de mentionner
une troisieme motivation du choix des variables aléatoires de PL, et de préciser
quelques détails de la théorie esquissée dans notre précédente Note (2) [voir aussi (*)].

1. Concernant les revenus négatifs. — M. Fréchet, comme plusieurs autres
personnes, signale 'inconvénient qu’il parait y avoir, a interpoler la loi
de répartition des revenus par une densité p(u) qui reste positive pour
tout u << o. Précisons que, lorsque u >-—x, plu) décroit plus vile que toute
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exponentielle exp (— s | u ), ot s > o. Ce résultat non classique s’obtient
en remplagant la fonction caractéristique o(Z) par la fonction génératrice

bilatérale, G (s) :f exp (— su) p(u) du, dont on peut (*) démontrer

qu’elle converge s1 s > o, pour une variable aléatoire de PL; c’est

G(s) =exp[Ms + cs5*] pour tout s > o,

De facon générale, la théorie de PL est un des rares cas ou G (s) est
d’emploi plus commode que 2 (J), bien que p (w) > o pour tout u.

Ainsi, inconvénient qu’il y a & utiliser la loi de PL. n’est pas plus grave,
a priori, que celui qu’il y a & interpoler par une loi normale des quantités
positives telles que la taille des conserits. [On pourrait méme aller plus loin,
et dire qu’il n’y a que des avantages a ce qu'une méme formule, ¢’est-a-dire
une méme théorie, couvre a la fois les revenus positifs élevés et les pertes
(tandis que les revenus moyens suivraient un mécanisme différent des
revenus extrémes). Toutefois, nous n’insisterons pas, car nous nous
réservons d’utiliser la lo1 de PL pour d’autres phénomenes ou les valeurs
négatives sont absurdes].

2. Concernant la conjecture que log U est une vartable ausst « naturelle »
que U lut-méme. — M. Fréchet signale que cette conjecture permet des
explications tres élémentaires de la lo1 de Pareto, et en donne un exemple.
En un sens, on peut dire que le modéle de Champernowne (1953), cité
dans (*) est une justification de la formule que M. Fréchet avait proposée
deés 1939; la courbe de M. Fréchet présente un angle pour u = médiane (U);
Champernowne n’arrondit cet angle que griace a I'introduction d’un grand
nombre de parametres pratiquement impossibles a observer.

L’utilisation de log U parait assez raisonnable dans le cadre d’une
théorie de la répartition des salaires, dans une hiérarchie tres stricte (7).
Mais, dans le cas général, une valeur élevée de w est a priort typiquement
la somme de plusieurs composantes. Il est donc indispensable que la théorie
ait son point de départ dans I'échelle additive des U. Mais, d’un autre
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point de vue, I'usage de log U, bien qu’injustifié, a été suffisamment fruc-
tueux pour qu’il soit désirable que la théorie y aboutisse a titre d’approxi-
mation. Il nous semble que notre théorie, basée sur la loi de PL, est profon-
dément différente de toutes les méthodes basées sur log U, en ce quelle concilie
ces deux exigences. Cest cette propriété, et en particulier le dernier alinéa
du n® 6 de (*), qui constituent le théoréme central de notre théorie.

3. Concernant le signe de u— o, et la dépendance entre les composantes
additives de U. — Plusieurs personnes se sont inquiétées de ce que notre
théorie soit limitée & « < 2. Cependant, il est plutét satisfaisant d’obtenir
tant & partir d’une théoric basée sur des hypotheses si faibles, en dehors
de I'hypothese d’indépendance des parties de U. D’ailleurs, I’indépen-
dance parait précisément plus raisonnable pour les sociétés sous-déve-
loppées et les formes anciennes des sociétés développées, et celles-ci
donnent z <C2. Au contraire, pour les sociétés occidentales actuelles,
pour lesquelles 2 est voisin de 2 ou supérieur & 2, I'indépendance serait
une hypothese absurde.

Ceci, et le n® 2, suggérent une méthode possible pour introduire la dépen-
dance entre les parties du revenu. On part du fait qu’une suite markovienne
de PL, U (), ot U (t) est la somme de composantes U, (1) indépendantes,
se comporte, pour w grand, comme une promenade au hasard de log U (¢)
[(*); voir aussi Perratum (*)]. On suppose ensuite que la dépendance ne
détruit pas le fait que log U (2) joue un réle essentiel mais change la proba-
bilité que log U () a d’augmenter, dans la promenade au hasard que cette
quantité exerce. On peut ainsi obtenir toute valeur de c.

4. Concernant une trotsiéme motivation de la loi de PL. La régression dans
une sutle de PL markovienne et le probléme de Ragnar Frisch généralisé. —

Il résulte de la construction du n® 7 de (%), que
E{U(t+1)/u(t)} =0Q.u(t) et E{U(t)/u(t+1)=0Q  u(t+1),

de plus, on montre que Q =~ 1 et que Q' -~ 1, pour un processus stationnaire.
) SRS q S ’
Ce résultat continue de tenir 8’il y a des vecteurs V, le long des axes.
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[Mais la promenade au hasard du n° 6 de (?), et du n° 2 ci-dessus, ne vaut
que s'il n’y a pas de vecteurs V, le long de ces axes.]

Cette régression linéaire est étroitement liée au probléme suivant posé
par R. Frisch, et résolu par C. R. Rao et E. Fix (*). On pose X = aZ + A
et Y = bZ + B, ou A, B et Z sont des variables aléatoires indépendantes,
el ol a et b sont des nombres. On cherche les conditions sous lesquelles la
régression de Y sur X est linéaire, en supposant que les premiers moments
des variables aléatoires sont finis et méme nuls quand ¢a ne change pas
le raisonnement. On trouve qu’il est nécessaire et suffisant que Z, A et B
soient des pariables stables de valeur probable finie, ¢est-a-dire ou bien des
variables gaussiennes, ou bien des différences de variables de PL, arbi-
trairement pondérées. Si de plus on exige que p (u) décroisse trés vite,
quand w —-—a, ces variables doivent étre gaussiennes ou de PL.



(3)
La construction du n® 7 de (*) généralise les expressions de R. Frisch,

puisque, s’il y a des vecteurs V, le long des axes, on peut écrire :
- T \ Y, v : 1 % 7 1R
_.\(:]_‘(t)):':.:/\-,‘(,f,j/,l,-—#;\ el b l_(f—l——l));;‘Z()},‘/“,'hr}).

La condition nécessaire et suffisante se trouve rester la méme.

Des lors, admettons que la régression linéaire est un fait d’expérience,
ou est une approximation désirable a 'expérience. Admettons aussi que
la construction du n° 7 de (*) peut s’interpréter de facon intrinséque, par
exemple, en introduisant des fluctuations du taux de rendement de divers
placements; ces taux dépendent des a; et b; et la régression doit rester
linéaire, indépendamment de leurs valeurs. Admettons finalement que p (u)
ne peut étre gaussienne, et doit décroitre trés vite quand u —>—oc.

Alors, la suite des revenus annuels doit &tre une suite de PL, et lerevenu
annuel une variable de PIL. (Cest 13 une troisiéme motivation de notre
conjecture fondamentale.

(") M. Fricuer, Comptles rendus, 249, 1959, p. 1837.

(*) B. ManpEeLBROT, Comples rendus, 249, 1959, p. 613,

(") Nous profitons de cette occasion pour signaler deux coquilles dans (%) : a. 2¢ ligne
dune 3 : au lieu de OK, lire X =; b. 2¢ ligne de la page 615 : au lieu de U (L + 1) —u (b,
lire U (¢t + 1)/u (), ou plus exactement [U (¢ + 1) — M]/[u (&) — M].

Signalons également un petit point de terminologie : la loi de PL n’est qualifiée de
« stable » dans la terminologie de P. Lévy, que dans le cas ou M = o; autrement, elle
serait « quasi stable » Cependant, Gnedenko et Kolmogoroff, utilisent « stable » dans les
deux cas (voir leur Limit distributions for sums of independent random variables, traduc-
tion anglaise, 1954). Ceci a ’avantage de rendre les deux motivations du n° 3 de (%) abso-
lument équivalentes,

(*) Voir, par exemple, théoréme IV, page 7, de PALEY et WiENER, Fourier Transforms
in the Complex domain, 1934.

(") H. F. LypaLy, Fconomelrica, 27, 1959, p. 110. Cette théorie est formellement iden-
tique a la théorie de la fréquence des mots dans le discours (loi d’Estoup-Zipf), que nous
avons suggérée dans Comptes rendus, 232, 1951, p. 1638, et considérablement développée
depuis. Nous avions songé a un modéle du type de Lydall, mais ne 1’avons pas publié,
car l'utilisation de log U ne nous paraissait pas justifiable.

(‘) C. R. Rao, Economelrica, 15, 1947, P. 245-249 (erratum, 17, 1949, p. 212); E. FIx,
Berkeley symp. on Math. Stalistics and Probability, 1949, p. 79-91. Voir aussi R. G. Lana,
Annals of Math. Statistics, 27, 1956, p. 187-1195. Ce probléme de Frisch est trés intime-
ment li¢ & une « propriété caractéristique de la loi de probabilité » normale, étudice par
G. Darmois, dans Comples rendus, 232, 1951, p- 1999.
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