CALCUL DES PROBABILITES. — La dustribution de Willis-Yule, relative aux nombres
d’espéces dans les genres biologiques. Note (*) de M. Benorr ManpeLsror,

présentée par M. Georges Darmois.

[ ¢tude divecte de ecette distribution expérimentale fournit un exemple de struc-
ture, analogue i celle de la thermodynamique statistique, mais dans laquelle Ta dis-
tribution « normale » de probabilité aurait été remplacée par une distribution « stable
exceptionnelle » cect introduit, en pal'li:'ulim', un phénoméne caractéristique d’ «iné-
calité » entre des composantes microcanoniques égales en probabilité.

. J. C. Willis (') a observé que le nombre g(s) de « genres », contenani
chacun s «espéces », est donné par une relation du type g(s)=P’s*""/ el ceci
dans toutes les « familles » biologiques, dont il a étudié les taxonomies géné-
ralement acceptées. Le paramelre o est compris entre o et 1, el en général est
voisin de 0,5 il parait caractériser le taxonomiste, et peut-étre aussi la famille
étudiée. Considérons cette relation comme étant la distribution empirique des
fréquences d’un ¢chantillon; la distribution de probabilité de la population
serait (d’apres le lemme de Glivenko-Cantelli) peu différente de la distribu-
tion p(s)="Ps =1, G. U. Yule(*)adonné un modeéle d’une telle distribution,
en supposant que genres et especes se multiplient, indépendamment les uns
des autres, avec des vitesses instantanées dont le rapport reste toujours égal
az. Ce travail de Yule garde un trés grand intérét historique, car il introduisit,
en 1924, le premier exemple clairement construit de processus stochastique (*).

Cependant, et nous nous proposons de le montrer ci-dessous ("), il y a aussi
intéret a étudier la distribution de Willis directement, indépendamment de
tout modeéle discutable. Elle peut en effet étre considérée comme caractérisant
une « thermodynamique » des arbres taxonomiques des divers genres. Ces
« objets » présentent les particularités géométriques et combinatorielles qu’il
faut, pour expliquer celles des particularités de la distribution de Willis, qui la
rendent irréductible a la distribution normale (celle-ci est de régle en thermo-
dynamique habituelle), et en particulier le fait que le nombre probable des
espéces dans un genre est infini. La théorie rappelle celle des points critiques
en physique, sauf qu’en physique, lorsqu’un modéle conduit a une fluctuation
infinie, il y a des bonnes raisons de le changer, tandis qu’ici ce sonl préci-
sémenl ces cas que I'expérience nous conduit a étudier.
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2. Le nombre d’espéces comme « énergie ». La taxonomie la plus probable. —
La somme de deux catégories C, el C,, esl une catégorie contenant tous les
¢léments de C, et de C,, et dans laquelle une premiére dichotomie taxono-
mique détermine Pappartenance a C, ou a C,. Si C, et C, sont différents,
C,+ C, sera considéré comme différent de C,+ C,, bien qu’on puisse passer
de 'une & Pautre en permutant les espéces. Alors, le nombre d’espéces dans
un genre pourra étre considéré comme une contrepartie de 1'énergie d’un
systeme. Il est bien connu (*), que la fonction de structure (*), ou nombre de
systemes d’énergie s donnée, qui est le nombre d’arbres a s extrémités,
est S(s)=s"C] ", 2. Pour s grand, S(s)~ 457" /2 /az.

Admettant, comme en thermodynamique, que la probabilité d’un systéme
ne dépend que de son énergic s, formons, 1'énergie moyenne s étant donnée, la
distribution la plus probable des probabilités des diverses valeurs de s. Cest,
classiquement, la distribution de Maxwell-Boltzmann

. . . . . _ ) .
p8)=G "(B)S(s) exp(—5s), ou  G(5)=XS(s)exp(—Ps), el §—=— (;,, log G([3).
J

Done 3 est une fonction de 5. S(s) croit toujours lentement en physique, G(3)est
définie pour tout 3, et a 5= correspond 5 =o, et G(0)=o=. Sidonc, apres
la maximation de Boltzmann, a s donné, 'on maximait la probabilité par rap-
port a toutes les valeurs de 5, 'on tomberait sur la distribution impropre, pour
laquelle tous les niveaux d’énergie finie seraient vides. lei, au contraire, S(s)
croit si rapidement, que G(3) n'est défini que si 3 log4. La distribution,
inconditionnellement la plus probable des diverses valeurs de I'énergie, sera
alors la distribution propre

-

1(s) =K's 'C7) o~ Ks 2.
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Donc : AL La distribution de Willis avec o =12, est la distribution la plus pro-
bable du nombre d’espéces dans un genre, toutes les configurations ayant un
« poids de dégénérescence » égal a 1.

3. Sile poids difféere de 1, on aura d’autres distributions, mais, par conli-
nuité, si le poids varie lentement avec s, la valeur probable de s restera infinie.

Considérons des lors des systemes composés, les nombres d’especes, s; dans les
diverses composantes (additionnées) étant indépendants, et suivant une méme
distribution, la plus probable avec un certain poids. Dans le cas de systémes
physiques composés, dont nous avons ici la contrepartie, un théoréme local de
tendance centrale normale (*) permet de conclure que I'énergie du tout suit la
loi normale. Mais e, la valeur probable étant infinie, on ne peut avoir de
tendance mnormale. Cependant, d’aprés des théorémes de Khinchin et

n
Paul Lévy (7), on sait que si la somme normée ;-\,,Z.s‘,-—li,, tend vers une
i=1

limite, celle-ci ne peut étre que « stable », et, s étant positive et sa valeur probable
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infinie, la limite a pour fonction caractéristique

Pour la distribution de Willis avec 1/2, la distribution limite est

i

Ps>ux)=2 : 1 — erf (\/?}) : s ou erl(x)=(am)~"* l | cxp( ~ f)) dr.

Si @ 7 (1/2) on ne connait pas de forme analytique fermée pour cette distribu-
tion; mais on sail que pour s grand, elle se comporte comme la distribution
de Willis, de méme .

Etant donné que Pexpérience ne donne celle-ci qu’approximativement, on
voit que : B. quels que soient les poids de dégénérescence, des arbres, composés
additivement de plusicurs composantes ne pourront suicre «a la limite que des distri-
butions de Willis.

A. Inégalités des composantes microcanoniques. — Latendance vers une limite

non normale se caractérise (") par le fait que chaque composante cesse d’étre
négligeable devant la somme. Soient en particulier deux composantes indépen-
dantes de distributions identiques, s, et s,, et supposons que I'on connaisse la
raleursde s, 45, : on dit en thermodynamique qu’on a allaire a des composantes
microcanoniques. Si la distribution de s, est normale, 1l en est de méme de celle
de s, connaissant la valeur de s3 en particulier, la valeur lu plus probable de
s, est identique & sa valeur probable s/2, et pour les trés grands corps, il y a
une trés haute probabilité que s, différe tres peu de s/2 : c’est d’ailleurs comme
cela que I'aléatoire disparait pratiquement en thermodynamique. Mais si la
distribution de s, était stable exceptionnelle, il y aurait au contraire une tres
haute probabilité pour que les deux composantes, égales en probabilité, aient
en fail des valeurs tres inégales, la valeur la plus probable de la plus petite
des composantes étant d’ailleurs indépendante de s[si w=1/2, on a allaire
alaloi, dite de 'arcsinus, de P. Lévy (*)]. Donc : C. On peut dire que la distri-
bution normale caractérise '« égalité » approximative du partage microcanonique,
tandis que les distributions « stables exceptionnelles » caractérisent Uinégalité ; donc
la lot de Willts expliquerait Uinégalité expérimentale de dimension des genres ().

5. Considérons 'arbre taxonomique d’une famille, avec la ligne transversale
des genres. La stabilité approximative de la distribution de Willis entraine que :
D). st les genres suivent la lov de Willis, ils le feront encore st la ligne des genres
est un peu déplacée, vers le haut ou vers le bas.

6. Willis avail constlalé que sa loi tient aussi bien pour les flores locales que
globales. C’est la une autre conséquence de la stabilité. En effet, supposons,
une espéce étant présente dans l'aire A, que sa présence ou absence dans
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I'aive I3 décompose le nombre total des especes dans A en deux parties indé-
pendantes. Alors, le nombre des espéces présentes seulement dans A sera aussi
une variable de Willis, tandis que le nombre des especes présentes dans Uune ou
Pautre des deux aires sera somme de trois variables de Willis, donc encore
de Willrs.

*

(*) Séance du 23 avril 1956.
(') Age and Area, Cambridge University Press, 1920.
(*) Phil. Trans. Royal Soc., B. 213, p. 21-87, fizures.
(") G. Darvois, Préface de Théorie des fonctions aléatoires de Blanc-Lapierre et Fortet.
(*) Des développements beaucoup plus détaillés et plus précis de ces résultats vont paraitre
incessamment, dans un recueil intitulé : Znformation Theory, London : Butterworths, el
dansta-revue-fnformation-and-Control-New-York-:Academic-press:
(") €f. par exemple : W. Frrrir, Probability Theory, 1949, formule 12.3. 1),
(") Kuems, Mécanique statistique, trad. anglaise, Dover, New-York, 1049).
(") Addition des variables aléatoires, Paris, Gauthier-Villars, 1057,
(") P.Livy, Compositio Mathematica, 1, 1939, p. 238 [ef. Théoreme 12.5.2 de véf. (7).
(") Ce phénoméne conduit également i la loi classique, de Candolle et Galton, de Pex-
tinction des noms de f'amil]e( sauf un au I)Illrjl dans les groupes isolés.
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(Extrait des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences.
t. 242, p. 2223-2226, séance du 30 avril 1956.)




